Mathématiques pour I'informatique. L1 Informatique UE-12.

TD 2. Ensembles, logique des prédicats’

EXERCICE 1. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
{0} =g, o < {2}, o € {o},

{a,b} = {b,a}, {a,a,b} ={a,b,0},  {a,b} < {{a,b},{a},a},

{a} € {a, b}, a € {a, b}, {a,b} € {{a,b},{a},a},
{a,b} = {a, {b}}, o€, {@,a} < {a}.

Solution. Une maniére simple de régler ce type de questions est de voir les
ensembles comme des “boites a chaussures” dont les contenus constituent

les éléments de ces ensembles. Ainsi, 'ensemble X := {a,b} est la boite
qui contient les deux objets a et b :
X =la,b|

alors que Y := {a, {b}} est la boite qui contient I'objet a et la boite @ :

Y = a,@.

Les deux ensembles X et Y sont donc différents.

On résume les principaux cas de figure : X = Y si les boites X et Y
contiennent ezactement les mémes objets, X € Y si tous les objets conte-
nus dans la boite X sont contenus dans la boite Y et x € X si la boite X
contient ’objet x.

Attention, pour que cette métaphore fonctionne, il faut prendre garde au
fait qu’en mathématiques, un symbole ne peut pas représenter des objets
différents dans un méme ensemble, alors que dans le monde physique deux
stylos bic bleus peuvent coexister dans la méme boite. Mais, ils ne sont pas
pour autant égauz ! Donc, si on devait modéliser une boite contenant deux
bics bleus en mathématiques, il faudrait les distinguer par des identifica-
teurs différents, x et y ou b et V... Autrement dit, parler de deux objets
différents représentés par un méme identificateur z dans un ensemble n’a
pas de sens, l’ensemble {x,x} ne contient en réalité que le seul objet z.
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Par exemple la proposition {a,b} < {{a,b}, {a},a} est fausse puisque le
contenu de la boite de gauche, a savoir a et b, n’est pas présent dans
la boite de droite qui contient a, la boite {a} et la boite {a,b} mais ne
contient pas b! En revanche, {a,b} € {{a, b}, {a},a} :

wo)¢ ot aa] wos [

Les propositions vraies sont préfixées par le symbole v, les autres sont
donc fausses :

{o} =0, v @ c{a}, v @ e{o},
v {a,b} = {b,a}, v {a,a,b} ={a,b,b}, {a,b} < {{a, b}, {a},a},
{a} € {a,b}, a < {a,b}, Vv {a,b}e {{a,b},{a},a},
{a,b} = {a, {b}}, ge g, {@,a} < {a}.

L’inclusion @ € {@} mérite un petit commentaire, la métaphore des boites
a chaussures n’est pas nécessairement évidente ici : le contenu de la boite
vide est-il contenu dans la boite qui contient la boite vide ? Il est préférable
ici de comprendre pourquoi ’ensemble vide @ est toujours inclus dans
n’importe quel ensemble X. Par définition de inclusion, @ < X si et
seulement si
Ve (xe @) = (x e X).

Mais quelle que soit la valeur de z, la proposition x € & est toujours fausse
rendant la proposition z € @ = x € X toujours vraie.

EXERCICE 2. Indiquez si les énoncés suivants sont des propositions ou
des prédicats et dans ce dernier cas précisez la ou les variable(s).
JyeR 22 —y=+2, VneZ3keZ (n=2k)v (n=2k+1),
JyeR (0<z<y), JkeZ x+y=k,
VeeZ z(x—1)=2y, 3(z,y)eRxR 2?2 —y*=2.
Solution. Les variables qui ne sont pas quantifiées dans les prédicats sont
soulignées en rouge, les autres énoncés sont donc des propositions :
JyeR z?—y=+2, VneZ3keZ (n=2k)v (n=2k+1),
JyeR (0 <z <y), dkeZ xz+y=k,
VeeZ z(x—1)=2y, 3Iz,y)eRxR 22 —y*> =2,
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EXERCICE 3. Ecrivez de maniére formalisée que la réunion ensembliste
est distributive sur l'intersection et réciproquement et démontrez le.

Solution. Soit X, Y et Z trois ensembles. Alors
Xul¥nZ)=(XuvY)n(Xu2Z) (1)
XnYuZ)=(XnY)u(Xn2Z) (2)

Montrons (1). D’apres axiome d’extension, il faut montrer la “double
inclusion”

Xul¥nZ)yc(XuvY)n(Xu2Z2) (3)
et (XuY)n(XuZ)cXu(YnZ2) (4)
Pour (3), on a
eEXul¥YnZ)e(xeX)v(zxe (Y nZ))
= v(zeY)n(ze2))
et par distributivité de v sur A :
eEXul¥nZ)<( vizeY)) Al v (x € Z))
S ze(XuY)a(ze(XuZ)
scre(XuY)n(ze(XuZ))
Notons que I'on a simultanément démontré I'inclusion (4) car nous n’avons
utilisé que des équivalences (on peut rebrousser chemin). La preuve de la

proposition (2) est identique, il suffit d’échanger les roles de n et U et
d’utiliser cette fois la distributivité de A sur v.

EXERCICE 4. Soit X et Y deux ensembles. Démontrez que
(XnY=XvuY)=X=Y.

Solution. On rappelle que pour démontrer qu’une implication A = B est
vraie, il suffit de montrer que si A est vrai alors B est nécessairement vrai
(A est U'hypothése et B la conclusion). On suppose donc que =

et il faut prouver que X = Y, clest-a-dire X € Y et Y < X
d’apres 'axiome d’extension. Soit x € X, donc x € puis x €
d’apres . 11 suffit d’intervertir le role des ensembles X et Y
pour prouver 'inclusion Y € X.

EXERCICE 5. Soit X et Y deux ensembles. Démontrez les équivalences :

XuY=YeXcv. (5)
XnY=Y<eYcX. (6)

Solution. Commengons par (5). Pour montrer cette équivalence, il faut
montrer 'implication X UY =Y = X € Y puis 'implication réciproque
XY = XuY =Y. Pour 'implication, soit x € X, alors x € X UY et
donc z € Y d’apres 'hypothese X Y =Y.

Pour I'implication réciproque, soit z € X uY donc (z€ X) v (x€Y). Si
z €Y, on a fini la preuve, sinon c’est que x € X mais '’hypothese X € Y
nous donne x € Y.

Passons & (6) en montrant que X nY =Y =Y < X puis que Y <
X = XnY =Y. Soit x € Y, ’hypothése Y = X nY nous permet
d’écrire x € X n'Y et donc z € X.

Pour I'implication réciproque, 'inclusion (X nY) € Y est toujours vraie,
avec ou sans I'hypotheése, il ne reste qu’a montrer que Y < (X n'Y’). Soit
x €Y, 'hypotheése Y € X nous donne x € X et finalement z € (X nY).

EXERCICE 6. t Soit n € N. On définit M,, := {kn | k € N, k > 1}
I’ensemble des multiples de n non-triviaux et on pose

M:={0,1}u (] M,

neN, n=>2

Démontrez que N\M est ’ensemble de tous les nombres premiers &. On
rappelle qu’un nombre entier est premier si et seulement s’il admet exac-
tement deux diviseurs.

Solution. Il s’agit dans cet exercice de démontrer la validité de I’algorithme
du crible d’Erathosténe qui sera étudié dans le chapitre d’arithmétique. Il
faut montrer que N\M = £, soit la double inclusion

N\Mc 2 et 2cNM

Soit p € N\M, montrons que p est premier, i.e. que p admet exactement
deux diviseurs. Comme {0,1} € M et que p¢ M, on a p > 1 et p admet
donc au moins deux diviseurs, 1 et lui-méme. Montrons qu’il n’y en pas
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d’autre. Par ’absurde, si p admettait un autre diviseur n que 1 et lui-
méme, alors il existerait k > 1 tel que kn = p et par conséquent p € M,
ce qui est absurde.

Réciproquement supposons que p soit un nombre premier, il est donc
strictement supérieur a 1 et n’admet pas d’autres diviseurs que 1 et lui-
méme. Par conséquent, p n’appartient a aucun des ensembles M,,, ce qui
permet de conclure que p € N\M.

EXERCICE 7. Ecrivez les ensembles 2 ({0}) et 2 ({a,b}) en extension.
Solution. On a Z({0}) = {2, {0}} et Z({a,b}) = {2, {a}, {b}, {a,b}}.
EXERCICE 8. Quel axiome de la théorie des ensembles justifie I'existence
de 'ensemble {z e R |z > 2} 7

Solution. Il s’agit de 'axiome de sélection.

EXERCICE 9. Soit X et Y deux ensembles, P(z), Q(x) et R(x) des pré-
dicats. Ecrivez la négation des propositions suivantes :

(7) 3Ixe X VyeY P(z) A (Q(z) v ~R(y))
(8) Vee X JyeY —P(z) A Q(z,vy)
EXERCICE 10. Traduisez la proposition suivante sans utiliser le quantifi-
cateur existentiel 3!, puis écrire sa négation :
VneN ke N (n=2k)v(n=2k+1).
Solution. Pour rendre les expressions plus lisibles, on note P(n, k) le pré-
dicat (n = 2k) v (n = 2k+1) défini sur N x N. La traduction se décompose

sous la forme d’une conjonction de deux propositions, la premiere exprime
de k et la seconde :

e | A
] (7)
Le prédicat —P(n, k) s’écrit (n # 2k) A (n # 2k + 1). La négation de la
proposition (7) est :
neN (VkeN —P(n,k))v
(H(kl,kig) e N? (P(n, kl) A P(n, ]{?2)) A (kl #* ]{?2))

EXERCICE 11. La continuité simple d’une fonction f : R — R en tout
point x s’écrit

VzeR[Ve>036>0] VyeR |[z—y|<d=|f(x)— fly) <e. (8)

Alors que la continuité uniforme s’écrit

Ve>036>0|VzeR VyeR |z —y|<d=|f(z)—f(y)| <e. (9)

Ecrivez la négation de ces deux propositions.

Solution. La proposition (8) exprime que I’on peut approcher 'image f(z)
de tout réel = d’aussi pres que 1'on veut (sous-entendu en fixant arbitrai-
rement la distance maximale ¢) avec I'image f(y) d’un réel y, a condition
que y soit situé dans un rayon § de z. Ce rayon § dépend de la valeur
€ fixée mais également du point z. La proposition (9) est beaucoup plus
contraignante, elle exprime encore la continuité, mais cette fois le rayon &
ne doit dépendre que du rayon &, sa valeur reste identique quel que soit le
point x, d’ou I'uniformité.
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x
x \/

FIGURE 1. Continuité de la fonction f au point x. Le rayon
e fixé autour de f(z) détermine le rayon 0 autour de z.

Voici les deux négations respectivement :
JzeR Fe>0 V6>0 JyeR |z—y|<d A [f(x)— f(y)]
>0 Vo>0 JzeR JyeR |z—y|<d A |f(x)— f(y)]
Notons que 3¢ > 0 est un abus de notation commun (entre autres), ’en-
semble auquel appartient € n’est pas précisé, il s’agit implicitement de R

vu le contexte. En toute rigueur, il aurait fallu écrire 3¢ € R ¢ > 0 ou
Je € R* ou R* := R\{0}.

= E.
=

E.

EXERCICE 12. f On rappelle que (z,y) := {{z}, {z,y}}. Démontrez que
(z,y) = (@' y) = (@=2") A (y =)
Solution. Supposons que (z,y) = (z/,4’). On a donc
o} {z,yt} = {{a'} {2, v/}
Ce que l'on traduit grace a 'axiome d’extension :
{{zh {z y}t < {1 {2 '} et {2} {2y} < {{a} {2, 9}
De la premiére inclusion on déduit que {z} € {{z'}, {2,y'}}, autrement
dit {z} = {2’} ou {z} = {2/,9'}. Dans le premier cas, on a alors x = 2’

puis {z,y} = {z,4'} et donc y = ¢'. Dans l'autre cas on tire x = 2’ = ¢/
et nécessairement y = /.

EXERCICE 13. Traduisez les énoncés suivants exprimés en francais en
logique des prédicats puis donnez leur négation.

(1) f est lapplication identité du plan réel dans lui-méme.

(2) f est une application de I'ensemble des nombres réels dans lui-méme
qui admet un point fixe.

(3) f est une application constante de I’ensemble des réels dans lui-méme.

(4) f est une application de I’ensemble des réels dans lui-méme et 1’équa-
tion f(z) = 0 admet une unique solution.

(5) f et g sont des applications de I’ensemble des réels dans lui-méme et
f n’est pas inférieure a g.
(6) f est une application paire de ’ensemble des réels dans lui-méme.

(7) f est une application strictement décroissante de ’ensemble des entiers
naturels dans I’ensemble des réels.

(8) (un)nen est une suite réelle bornée.

(9) (un)nen est une suite réelle croissante.

(10) (up)nen est une suite réelle constante a partir d’'un certain rang.
(11) (up)nen est une suite réelle périodique.

(12) (up)nen est une suite réelle ultimement périodique.

Solution. Comme tous les énoncés en langue naturelle, il peut y avoir des
ambiguités donnant lieu a des interprétations différentes, et par consé-
quent a différentes formalisations. Dans chacun des différents énoncés, il

est implicite que 'on s’intéresse a un objet appartenant a un ensemble
particulier et qui vérifie une certaine propriété.

Dans ce cas, pour le premier énoncé (1), “f est 'application identité du

plan réel dans lui-méme”, on écrirait que f € (R x R)RXR et que cette
application satisfait la proposition

V(z,y) e Rx R f((z,y)) = (2,y)
ce que l'on condense parfois en une expression (informelle)
fe®xR)®®: V(z,y) e R xR f((x,y) = (z,9). (10)

en séparant la donnée de 1’énoncé de la propriété qu’elle satisfait. La né-
gation porterait alors sur la propriété :

fe®xRM: I(z,y) e R xR [f((2,y)) # (z,y)
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exprimant que la fonction f du plan réel dans lui-méme n’est pas la
fonction identité. On pourrait aussi interpréter ’énoncé en intégrant f e
(R x R)®*® dans la proposition :

(fe (RxR)F) A (V(z,y) eR xR f((z,9)) = (z,y))

exprimant que f vérifie deux propriétés, appartenir a I’ensemble des ap-
plications du plan réel dans lui-méme et fixer tous les éléments de R x R.
Dans ce cas la négation serait :

(f ¢ RxR)¥F) v (3w, y) eR xR f((z,y)) # (2.y))

exprimant que f n’est pas une application du plan dans lui-méme ou
alors f est I'application identité. C’est plutot 'interprétation (10) qui est
attendue.

(2) feRE: JzeR f(z) = 2.

(3) feRR: JceRVzeR f(z)=c.

(4) feRE: JzeR f(z) =0.

(5) (f.9) € (RE)?: Vo eR f(x) > g(a).

(6) feRR: VzeR f(x) = f(—x).

(7) feRY: ¥Y(n,m)eN2n<m= f(m)< f(n).

(8) ueRY: I3(A, B)eR?*VneN A<u, <B.

Q) ueRY: V(n,m)eN2n<m=u, < un.

(10) ueRY: INeN3IceRVYneNn=N = u, =c.

(11) ueRY: IpeNVneNuypy = up.

(12) ueRY: IpeNINeNVReNn >N = uppp = Uy,

Les négations des propositions sont :

(2) feRR: Y(x,y) e R? f(x) # x.
(3) feRR: YVceR3IzeR f(x) #c

(4) Cette proposition mérite un commentaire. Nier ["unicité correctement
nécessite de rappeler ce que signifie 3z € X P(x) :

(Az e X P(z)) A (Y(z,y) € X? P(z) A P(y) =z =1y).
La négation est donc
(Ve e X —P(x)) v 3(z,y) € X? P(z) A P(y) Az #v).

etici feRR: (VzeR f(z) #0) v
Bz y) eR? f(x) =0 fy) =0z #y).
(5) (f.9) € (R®)*: 3z eR f(z) < g(x).
(6) feR®: JzeR f(x) # f(—a).
(7) feRY: I(n,m) e N? (n<m) A (f(n) < f(m)).
(8) ueRY: V(A,B)eR?IneN (u, < A) v (u, > B).
(9) ueRY: I(n,m)e N2 (n<m) A (up > Un).
(10) ueRY: YNeNVeceRIneN (n>= N) A (u, # ¢).
(11) ueRY: Vpe N Ine N uyip # up.
(12) ueRY: YpeNVYNeNIneN (n= N) A (untp # Un).

EXERCICE 14. Formalisez les propositions suivantes en logique des pré-
dicats puis écrivez la négation de ces propositions :

(1) “Tous les étudiants habitant Hyeres et qui mesurent moins de 1,70m
auront deux enfants ou prendront leur retraite avant 50 ans.”
(2) “Tout triangle rectangle posseéde un angle droit”.
(3) “Dans toutes les licences d’informatique il y a des étudiants bons en
maths”.
Solution. Voila quelques formalisations possibles de ces énoncés, on peut
bien siir en trouver d’autres.
(1) On définit 4 prédicats H(x), M(z), D(x) et R(x) sur 'ensemble E
des étudiants. L’interprétation est la suivante : H(x) est vrai si « habite
Hyeres, M (z) est vrai si  mesure moins de 1,70m, D(x) est vrai si z
aura deux enfants et R(z) est vrai si x prendra sa retraite avant 50 ans.
L’énoncé et sa négation en rouge :

Vee E H(x) A M(z)= D(x) v R(z).

dre E H(xz) A M(z) A —=D(x) A —=R(z).
(2) On définit les deux prédicats R(t) et D(t) sur I’ensemble des triangles
T. L’interprétation est la suivante : R(t) est vrai si le triangle ¢ est rec-
tangle, D(t) est vrai si le triangle ¢ posséde un angle droit. L’énoncé et sa
négation en rouge :

VteT R(t)= D(z).
JteT R(t) A —D(z).



L1 INFORMATIQUE — MATHEMATIQUES POUR L'INFORMATIQUE (UE-12) - TD. ENSEMBLES, LOGIQUE DES PREDICATS 6

(3) On note L l'ensemble des promotions de licences d’informatique et
M (z) le prédicat dont l'interprétation est la suivante : M (x) est vrai si
I’étudiant = est bon en maths. On aurait alors la proposition (sa négation
est en rouge) :

VXeL3xeX M(x).
iXeLVrxeX —-M(z).

Dans toutes les solutions proposées nous avons systématiquement défini
un ensemble de référence pour la variable x, mais dans le cadre le plus
général, le calcul des prédicats se limite aux propriétés et aux relations
entre objets. Par exemple, pour la question 1, il suffisait de définir un
prédicat E(x) dont 'interprétation est E(x) est vrai si x est un étudiant
et I’énoncé aurait eu pour expression

Ve (E(z) A H(z) A M(z)) = D(z) v R(x).

EXERCICE 15. On cherche a placer 8 reines sur un échiquier sans les mettre
en échec conformément aux régles du jeu d’échecs. Par conséquent, deux
reines ne doivent partager ni la méme rangée, ni la méme colonne, ni une
méme diagonale (vous trouverez une solution en table 1). En vous inspirant
de la formalisation du Sudoku vue en cours, formalisez le probleme des
huit reines en logique des prédicats.

=N W ke Ot O N

A B C D FE F G H

TABLE 1. Une solution au probléme des 8 reines.

Solution. On note I intervalle [1,8] de N muni de I'ordre naturel. On
définit R(c,l) le prédicat & deux variables sur ’ensemble I x I dont l'in-
terprétation est la suivante : R(c,[) est vrai si la case de coordonnées (c, [)
contient une reine (on a recodé les lettres de l'alphabet latin identifiant
les colonnes par leurs positions dans l'ordre alphabétique).

Les propositions assurant qu’il y exactement une reine sur chaque ligne
et sur chaque colonne se décomposent respectivement en deux proposi-
tions chacune, la premiére assurant l’existence (mais il pourrait y en avoir
plusieurs) et la seconde I'unicité :

VieI3dcel R(cl) (existence) (11)
VieIV(c,d)elIxI (R(c,l)AR(,])=c=c (unicité) (12)
Vee I dlel R(cl) (existence) (13)
Vee IV(I,I)eIxT (R(ce,l)AnR(c,l))=1=1 (unicité) (14)

Il reste a formaliser la contrainte qu’il n’y a jamais plus d’une reine sur une
diagonale. On montre facilement que deux reines placées aux coordonnées
(¢,1) et (¢,1') sont sur une méme diagonale si et seulement si |/ — ¢| =
[I” —1]. On en déduit la proposition suivante pour modéliser qu’il n’y a
jamais deux reines sur la méme diagonale :

V((e,0), (1)) e I xI)* (R(c,1) A R(<, 1)) = | —c| # [ =1]. (15)
Le probleme des huit reines se traduit donc par la recherche de couples
(¢,1) € I x I qui satisfont les propositions (11), (12), (13), (14) et (15).
En programmant ces contraintes (en Prolog par exemple), on obtient 92
solutions.
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