Mathématiques pour I'informatique. L1 Informatique UE-12.

TD 4. Relations, applications*

EXERCICE 1. Considérons les trois ensembles
C:={R,V,B}, V:={0,1,2,3,4,5,6,7}, G:={(R,2),(V,5),(B,T7)}.

(1) Comment qualifie-t-on les éléments de G 7

(2) De quel ensemble G est-il un sous-ensemble ?

(3) Dessinez le diagramme sagittal de la correspondance ¢ := (C, G, V).
(4) Est-ce une fonction, une application ?

Solution. (1) Les éléments de G sont des couples.

(2) L’ensemble G est un sous-ensemble de C' x V.

(3) Le diagramme sagittal est représenté en figure (1).

Ficure 1. Diagramme sagittal de la correspondance c.

(4) C’est une fonction puisqu’il n’y jamais plus d’une fleche qui part d’un
élément de l'ensemble de départ et c’est également une application car
chaque élément de ’ensemble de départ a une image, ou dit autrement,
I’ensemble de définition de cette correspondance est ’ensemble C' tout
entier.
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EXERCICE 2. On considere la correspondance ¢ dont le diagramme sagittal
est représenté en figure (2).

(1) Ecrivez 'ensemble de départ, d’arrivée et le graphe de c en extension.
(2) S’agit-il d’une fonction ? D’une application ?
(3) Dessinez le diagramme sagittal de la correspondance réciproque.

FIGURE 2. Diagramme sagittal de la correspondance ¢

Solution. (1) On a les ensembles suivants :
X = {a7 b, ¢, d, 6}, Y = {$7 Y, =, t}v G = {(a7 $), (a7 t): (ba .Z'), (C? t): (6, Z)}

(2) Ce n’est pas une fonction puisque deux fleches partent de I’élément a,
et a fortiori ce n’est pas une application.

(3) Le diagramme sagittal de c¢~! est représenté en figure (3).

FIGURE 3. Diagramme sagittal de la correspondance ¢!
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EXERCICE 3. (1) Ecrivez la définition de la correspondance réciproque
d’une correspondance ¢ = (X,G,Y).

(2) Ecrivez une fonction Python reciproque(c) qui renvoie la correspon-
dance réciproque de la correspondance c.

Solution. (1) Soit ¢ = (X,G,Y) une correspondance. On appelle cor-
respondance réciproque de la correspondance c, la correspondance notée
cl:=(Y,G7, X) dont le graphe G~! est défini par

G = {(y,2) | (z,y) € G
(2) La correspondance est évidemment codée par un triplet (X,G,Y) ou

X, G et Y sont de type set et G contient des tuples de longueur 2 codant
les couples du graphe :

def reciproque(c):

X,G,Y) =c¢

GR = set()

for y in Y:

for x in X:
if (x,y) in G:
GR.add ((y,x))

return GR

ALGo. 1. Fonction Python calculant la correspondance ré-
ciproque de la correspondance en parametre.

EXERCICE 4. f Soit X un ensemble non-vide et f : X x X — Z(X)
Papplication définie par f((x,y)) := {x,y}.

(1) Dessinez le diagramme sagittal de cette application dans le cas parti-
culier ou X := {z,y, z}.

(2) Dans le cas général, cette application est-elle injective ? Surjective ?
Justifiez votre réponse.

Solution. (1) Le diagramme sagittal de cette application est présenté en
figure (4).

(2) Pour simplifier les écritures nous écrirons f(z,y) au lieu de f((x,y)),
mais c’est un abus de notation.

X x X f 2(X)

FIGURE 4. Diagramme sagittal de 'application f.

Il faut traiter le cas particulier ot I'ensemble X est un singleton {z}.
Dans ce cas X x X = {(z,2)} et Z(X) = {&, {z}}. On a une seule image
f(z,z) = {z,z} = {x} et Papplication f est nécessairement injective. Elle
n’est en revanche pas surjective car @ n’a pas d’antécédent. Les images
réciproques sont f1({x}) = (z,2) et f~1(2) = 2.

Dans tous les autres cas, ’application f n’est pas injective puisque deux
éléments distincts n’ont pas nécessairement des images distinctes :

V(z,y)e X x X f(z,y) = f(y,z) = {z,y}.
Elle n’est pas non plus surjective car seuls les singletons et les paires de
P (X) admettent un antécédent, i.e.

Voe X fH({a}) = {(2,2)}
V(w,y) e X x X 7 ({a,9}) = {(2,y), (v, 2)}

VAe #(X) #A>3=f1A) =0
EXERCICE 5. Soit E un ensemble non-vide et A une partie de F telle
que A # @ et A # E. Soit f et g deux applications de Z(F) dans Z(F)
définies par

f(X):=X U A, g(X)=XnA
Ces applications sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?
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Solution. Ona f(A) =AuA=Aet f(@) = UA=A, or A+# J, nous
avons exhibé deux éléments distincts de Z(E) qui ont la méme image,
par conséquent ’application f n’est pas injective. La plus petite partie de
E que l'on peut obtenir avec f est A puisque pour tout X € Z(FE) on a
A < f(X). Donc aucune partie de E strictement incluse dans A n’admet
d’antécédent, en particulier @, f n’est donc pas surjective.

Onag(Ad) = AnA=Aet g(E) = EnA = A, or A # E, nous
avons exhibé deux éléments distincts de &?(E) qui ont la méme imagepar
conséquent I'application g n’est pas injective. La plus grande partie de
que lon peut obtenir avec g est A puisque pour tout X € Z(F) on a
g(X) € A. Donc aucune partie de E qui contient strictement A n’admet
d’antécédent, en particulier la partie E, g n’est donc pas surjective.

Aucune de ces deux applications n’est par conséquent bijective.

EXERCICE 6. Soit X ’ensemble des étudiants de 123 et &7 := {a,b, ..., z}
I’alphabet latin. L’application f : X — & qui a tout étudiant associe la
premiere lettre de son nom de famille est-elle injective ?

Solution. Cela dépend du nombre d’étudiants en 123 et de leurs noms
de famille. Si leur nombre est inférieur ou égal au nombre de lettres de
I’alphabet, il est possible que les initiales de leurs noms de famille soient
distinctes. Dans le cas contraire la réponse est non, ce qui est formalisé
dans cette proposition.

EXERCICE 7. Les fonctions trigonométriques sinus, cosinus et tangente
de RR sont-elles des applications ? Si oui sont-elles injectives, surjectives,
bijectives 7 Quels ensembles de départ et/ou d’arrivée considérer pour
qu’elles vérifient ces propriétés ?

Solution. Afin de mieux comprendre les réponses, on représente le graphe
de ces fonctions trigonométriques dans la figure 5.

Comme on considere initialement que ces trois fonctions ont pour ensemble
de départ et d’arrivée R, il faut trouver leurs ensembles de définition.
Les fonctions sinus et cosinus sont définies partout mais pas la fonction
tangente puisque tanz = sinz/cosz et que la fonction cosinus s’annule
en tout point § + k7 pour k € Z. Autrement dit,

™
Deos = R, Dsin = R, Dran = R\ <§ + 7TZ> .

F1GURE 5. Graphes des fonctions trigonométriques.

En changeant les ensembles de départ, nous disposons a présent d’appli-
cations. Aucune des trois n’est injective puisqu’elles sont toutes les trois
périodiques, de période 27w pour les deux premieres et de période m pour
la tangente, il y a donc une infinité de valeurs qui ont la méme image.
Méme en restreignant les fonctions sinus et cosinus sur un intervalle ne
couvrant qu'une période, elles ne sont toujours pas injectives. En revanche
la fonction tangente devient injective sur I'intervalle ouvert | — 7, Z[ qui

couvre bien une période.

Nous savons qu’en remplacant ’ensemble d’arrivée d’une application par
I'image de cette application elle devient surjective. Les fonctions sinus et
cosinus ne sont pas surjectives si leur ensemble d’arrivée est R, mais le
deviennent sur l'intervalle [—1,1]. La fonction tangente est en revanche
surjective dans tous les cas.

EXERCICE 8. Soit X, Y et Z trois ensembleset f: X - Y etg:Y - 2
deux applications.

(1) Démontrez que g o f peut-étre injective (resp. surjective) sans que g
le soit. Montrez que g o f ne peut-étre injective si f ne I’est pas.

(2) Démontrez que g o f peut-étre surjective sans que f le soit. Montrez
que g o f ne peut-étre surjective si g ne I'est pas.
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Solution. (1) On se donne trois ensembles X, Y et Z et il faut construire
une application f: X — Y et une application ¢ : Y — Z non-injective de
manieére a ce que I'application go f soit injective. Si g n’est pas injective, il
faut, a minima, sil’on ne veut pas construire un exemple trivial, considérer
deux points distincts y; et yo de Y qui ont une méme image z par g dans
Z et deux points 1 et xo dans X pour exhiber des éléments différents
avec des images différentes g o f. On part donc du diagramme sagittal de

la figure 6.
% Z
° L
Y1
°
Y2

FIGURE 6. Premiere ébauche de ’exemple.

X

On peut relier x1 a y;, mais xo ne peut étre connecté ni a y; ni a ys sans
quoi g o f ne serait pas injective, il faut donc nécessairement un troisieme
point y3 dont I'image g(y3) ne peut pas étre z, ce qui impose un deuxiéme
point 2’ dans I'ensemble Z, voir figure 7.

gof
X Z

FiGURrE 7. Finalisation de 'exemple.

L’application g n’est pas injective puisque alors que 'ap-
plication g o f l'est. En revanche, si f n’est pas injective, alors il existe
deux éléments x et 2’/ distincts tels que f(z) = f(2') et dans ce cas
9(f(x)) = g(f(z")) soit (g o f)(z) = (g0 f)(2') ce qui prouve que g o f
n’est pas injective.

(2) L’application g o f est bien surjective puisque z et 2’ ont respecti-
vement pour antécédents z1 et xo et pourtant f ne l'est pas puisque s
n’a pas d’antécédent. Si g n’est pas surjective alors il existe z € Z tel
que Yy € Y g(y) # z, mais pour tout élément x de X, f(xz) € Y, donc
Vze X g(f(x)) # z soit (go f)(x) # z et z n’a pas donc pas d’antécédent
dans X.

EXERCICE 9. { Soit € le cercle de rayon R et de centre C' du plan R x R.
(1) Définissez formellement la correspondance ¢ de graphe €.

(2) Dans un repeére orthonormé, tracez les graphes G. et G.. des corres-
pondances ¢ et ¢ o ¢ pour le centre C' := (0,0) et le rayon R := 1.

Solution. (1) Si 'on note C' = (a,b), il s’agit de la correspondance ¢ =
(R,G,R) dont le graphe est défini par G := € = {(z,y) € R xR |
d((z,y), (a,b)) = R}.

(2) 1l faut remarquer que pour tout x €] — 1, 1[, la droite parallele a I’axe
des ordonnées passant par x coupe le cercle en deux points d’ordonnées y
et ¢/, donc (z,y) € Ge et (x,y') € G.. 1l faut ensuite chercher les ordonnées
des points d’intersection entre les droites paralleles a ’axe des ordonnées
passant par y et y’ soit z et —z. On a donc (y,x) € G. et (y,—z) € G,
d’ou (z,2) € Geoe €t (2, —x) € Geoe. On obtient pour Geoe le graphe en
croix en faisant varier x dans [—1,1].

EXERCICE 10. [{] Soit A et B deux parties non-vides d’un ensemble E non-
vide. On définit f : Z(E) —» P (A) x Z(B) par f(X) :=(XnA, X nB).

(1) Démontrez que f est injective si et seulement si A u B = E.
(2) Démontrez que f est surjective si et seulement si A n B = &.

Solution. (1) Plut6t que montrer 'implication directe, montrons la contra-
posée. On suppose donc A U B # E et il faut montrer que f n’est pas
injective. Comme A et B sont des parties de E alors il existe un élément x
de E qui n’appartient pas & la réunion A U B, donc = ¢ A et x ¢ B. Dans
ce cas le singleton {z} et 'ensemble vide & ont la méme image (&, &) par
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GCOC

FiGURE 8. Graphe de c et graphe de coc.

f prouvant que f n’est pas injective.

Réciproquement montrons que si A U B = E alors f est injective. Soit
X et Y deux parties de F telles que f(X) = f(Y). On en déduit que
AnX=AnY et BNnX =BnY etdonc que

AnX)uBnX)=AnY)u(BnY)
(AuB)n X =(AuB)nY distributivité
EnX=FEnY carAuB=F
X=Y

(2) La encore, au lieu de montrer I'implication directe, montrons la contra-
posée, c’est-a-dire que si A N B # @ alors f n’est pas surjective. Si on
suppose que A N B # & alors il existe x € A n B. Montrons que le couple
({z}, @) n’admet pas d’antécédent. Si X n {x} = {x} alors X contient
nécessairement x donc x € X n Bet X n B # @.

Réciproquement, si A n B = @& montrons que tout couple (U,V) de

P(A)x P (B) admet un antécédent X. Il suffit de considérer X := UuV :
UuV)nA=UnA)uv(VnA) BnUuV)=(BnU)u(BnYV)
=Uug =guV

=U =V
EXERCICE 11. Exprimez formellement qu’une correspondance n’est pas
fonctionnelle en écrivant la négation de :
Ve X VY(y,2)eY xY ((z,9)€G A (2,2)€G) =y=2z. (1)

Réécrivez la définition d’une fonction en remplacant cette proposition par
sa contraposée.

Solution. La négation de la proposition (1) est :
JreX Ay2)eY xY ((z,y)eG A (2,2)€G) A (y#2).

La contraposée de la proposition (1) est (on applique De Morgan a la
conjonction) :

VreX Wy 2)eY xY y#z= (@y)¢C v (2.2)¢C).

EXERCICE 12. Soit f et g les deux applications définies par les diagrammes
sagittaux de la figure 9.

X Y Y A
¥ g
\

[

FIGURE 9. Diagrammes sagittaux des applications f et g.

(1) Ecrivez les graphes G 1 et G4 des deux applications f et g respective-
ment en extension.

(2) Ces applications sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?
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(3) Dessinez le diagramme sagittal de la composition g o f de ces deux
applications et écrivez son graphe Gy.; en extension.

(4) L’application g o f est-elle injective, surjective, bijective ?

(5) La correspondance réciproque de g o f est-elle une fonction? Une
application ?

Solution. (1) On a Gy = {(a,y), (b,z), (c,y)} et G4 = {(z,u), (y, w)}.
(2) L’application f n’est pas injective car f(a) = f(c), elle est en revanche
surjective puisque x et y ont tout deux au moins un antécédent. L’appli-
cation g est injective car les éléments de Y ont des images distinctes dans
Z mais n’est pas surjective car v n’admet pas d’antécédent. Ni 'une n’est
I’autre ne peut donc étre bijective.

(3) Le diagramme sagittal de g o f est en figure (10).

X A

&
FiGURE 10. Diagramme sagittal de 'application g o f.

OII a Ggof = {(a7w)? (b7u)> (Ca w)}

(4) L’application ne peut-étre surjective ni injective (cf. exercice 8).

(5) La correspondance réciproque ne peut étre une fonction puisque go f
n’est pas injective.

EXERCICE 13. { Soit % := {0, 1} muni de sa structure d’algebre de Boole.
Soit X un ensemble quelconque et A et B deux parties de X. On définit
la fonction indicatrice de A notée 14 : X — % par

1 sixeA,
la(z) = {

0 sinon.

(1) Que peut-on dire des ensembles A et Bsi1lg =157

(2) Exprimez la fonction indicatrice du complémentaire de A dans X, de
AnB,de Au B et de AAB a l'aide des fonctions indicatrices de A et B.

(3) Soit f: X — Y et C une partie de Y. De quel ensemble la fonction
1o o f est-elle la fonction indicatrice ?

(4) Soit n € N\{0} et (X;)ie[1,,) une partition de X. Montrez que

Solution. (1) Si 14 = 15 alors A = B. En effet, supposons que 14 = 1p
et montrons que (A S N) A (B € A) (cf. axiome d’extension). Soit z € A,
alors 14(x) = 1 et par transitivité de 1’égalité 1p(x) = 1 puisque les deux
fonctions 14 et 1p sont supposées égales, ce qui prouve que x € B. Le
raisonnement est identique pour ’autre inclusion.

(2) Ces indicatrices vérifient les égalités suivantes :

Ix\a(z) = 1a(2)
lanp(z) = 14(x).15(x)
lavp(z) = 1a(z) + 15(y)
Laap(w) = 1a(z) @ 15(y)

(3) Il s’agit de I'ensemble f~1(C). En effet, 1c o f(x) = 1si f(x) € C qui
équivaut a x € f~H(C).

(4) On considere le prédicat P(k) défini par :

k
Ixiueux, = Z 1x,.
i=1
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La proposition P(2) est vraie d’apres la question (2). Montrons que pour
tout entier k € [2,n — 1], P(k) = P(k+1). On a

]-X1 uXouuXg41 = 1X1|_1X2|_|~--|_|Xk,1|_|(Xk|_1Xk+1)

k—1
= Ix, + 1x,ux040 hypothese de récurrence
i=1
k—1
= Z Ix, +1x, + 1x,,, d’apres (2)
i=1
k+1
= 1x,
i=1

Ce qui acheve la preuve.

EXERCICE 14. Ecrivez ensemble de définition 2(f) d’une fonction f :
X — Y de graphe Gy en compréhension. Comment qualifie-t-on ’écriture

P = {glace, alcool, cinéma, smartphone, livre}. (2)
de I’ensemble Z; ?

Solution. On a 7 := {r € X |Jye Y (x,y) € G} et Iécriture (2) est
une écriture en extension.

EXERCICE 15. La fonction f de R dans R définie par x — 22 est-elle
une application ? Si oui, est-elle injective, surjective ? Sa correspondance
réciproque est-elle une fonction ?

Solution. La fonction f étant définie en tout réel x, il s’agit d’une appli-
cation. Elle n’est pas injective puisque deux réels opposés = et —zx ont la
méme image 22 = (—z)2. Elle n’est pas non plus surjective puisqu’aucun
réel négatif n’est un carré. La correspondance réciproque f~! n’est pas
une fonction puisque f n’est pas injective. Attention, ’application racine
carrée Vo R, — R, n’est pas I'application réciproque de f mais de
I’application g : R,y — R qui coincide avec f sur R,.

EXERCICE 16. { Soit f: X —» Y et g: Y — Z deux bijections.
(1) Démontrez que
(gof)t=fTlog™"
(2) Quelle est la nature de la preuve qui permet de généraliser ce ré-

sultat a la composition de n applications f1, fo,..., fn ou pour tout i €
{1,2,....n}, fi : X; > Yy avec Y; = X; 11 :

(Fao famro o fao i) = fitofylo o filyo fit
Solution. (1) II faut montrer que

VzeZ (9o f) N (2)=ftog () (3)
Soit z un élément quelconque de Z. Comme ¢ est une bijection, il existe
un unique y € Y tel que g(y) = z et donc g~!(2) = y. Il existe également
un unique z € X tel que f(x) = y et donc f~!(y) = x. Puisque g(y) = 2
et f(x) =y, ona g(f(x)) = z soit go f(x) = z ou encore
car la composée de deux bijections est une bijection. D’autre part comme
gl (z)=yet fl(y) =z ona f (g7 (z)) = z soit ce
qui prouve (3).
(2) 1l s’agit d’une preuve par récurrence finie.

EXERCICE 17. Montrez qu’une application f : X — Y est une bijection
si et seulement s’il existe une application g : ¥ — X telle que

gof=Idx et fog=Idy. (4)
Montrez dans ce cas que g est I'application réciproque f~1 de f.

Solution. Supposons que f soit une bijection. Pour définir une application
g de Y dans X, il faut la définir en tout y € Y. Soit y € Y, comme f est bi-
jective, il existe un unique z € X tel que f(z) = y, on fixe donc g(y) := =.
On a alors f(g(y)) = y soit f o g(y) = y et nous venons de montrer que
Vy e Y, fog(y) =y, autrement dit que fog = Idy. Soit z € X et
y := f(x) son image. Comme f est bijective, x est I'unique antécédent de
y et par conséquent g(y) = x d’ou g(f(z)) = x soit g o f(x) = x. Nous
venons de montrer que Vo € X, gof(x) = z, autrement dit que gof = Idx.

Réciproquement, supposons que (4) soit vrai, montrons que f est une
bijection. Soit y € Y, montrons qu’il existe un unique z € X tel que

f(x) =y.Ona fog(y) =y soit f(g(y)) =y et on note = := g(y) qui est
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donc un antécédent de y. Supposons que y admette un autre antécédent
', ie. f(a) =y, alors g(f(2')) = g(y) soit go f(z') = z et finalement
x' = x puisque go f = Idx.

Il faut montrer que Yy € Y g(y) = f~!(y). Par définition, z := f~1(y) est
l'unique antécédent de y par f et f(z) =y et d’apres (4), g(f(x)) =z =
9(y) = f1(y).

EXERCICE 18. Ecrivez la négation logique de chacune des propriétés re-
marquables du graphe d’une relation binaire sur un ensemble (réflexif,
symétrique, transitif, etc.).

Solution. On note G un graphe défini sur un ensemble X. Les propriétés
remarquables de G et leurs négations sont les suivantes :

réflexivité : Veze X (z,z) € G.

non-réflexivité : dJr e X (z,x) ¢ G.
antiréflexivité : Ve e X (z,z) ¢ G.
non-antiréflexivité : Iz e X (z,z) € G.

symétrie : V(z,y) e X% (z,y)
non-symétrie : I(x,y) € X2 (2,9) € G A (y,2) ¢ G.
(,9)eG A (y,2) e G = (z=1y).
(5,4) € G A (4,2) € G Az £3).
e X? (z,9)eG=(y,2)¢G.
(z,y)
x

(z,y)
antisymétrie : V(z,y) € X?

non-antisymétrie : 3(zx,y)

asymétrie : V(x,y)
non-asymétrie : 3( ,

transitivité : V(z,y,2) € X3 (2,9

non-transitivité : 3(z,y, 2) € X2 (z,y) € G A (y,2) € G A (w,2) ¢ G.
( (r,y) e GA(y,2) e G= (x,2) ¢ G.

non-antitransitivité : 3I(z,y,2) € X3 (z,y) e G A (y,2) € G A (z,2) € G.

antitransitivité : V(z,y, z) € X3

Remarques : (1) L’antitransitivité entraine 'antiréflexivité (prendre z =
y = z). (2) Compte tenu des définitions de l'antiréflexivité et de 'an-
titransitivité, il eut été préférable d’appeler asymétrie 'antisymétrie et
réciproquement par souci de cohérence.

EXERCICE 19. On définit une relation binaire % sur ’ensemble NV des
applications de N dans N par fZ g si et seulement les deux applications
sont égales a partir d’un certain rang.

(1) Formalisez la définition de cette relation binaire.

(2) Démontrez qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.

Solution. (1) Quand on parle d'une « propriété satisfaite a partir d’un
certain rang», il s’agit d’un prédicat P(n) a une variable entiére tel qu’il
existe un entier R, le rang, a partir duquel P(n) est vraie, i.e.

JReNVneN n>=R= P(n). (5)

Ainsi, pour démontrer qu'une propriété est vraie a partir d’'un certain
rang, il faut trouver ce rang, puis vérifier que P(n) est vrai pour tout
entier n = R.

Dans cet exercice, f Z g si et seulement si
JReNVneN n>=R= f(n)=gn). (6)

(2) L’application f étant égale a elle-méme pour toutes les valeurs de n,
I’égalité est vérifiée des le rang R = 0, autrement dit f Z f et la relation
est donc réflexive. Elle est tout aussi évidemment symétrique, puisque si
f est égale a g a partir d’'un certain rang, g est égale & f a partir du méme
rang. Seule la transitivité demande un peu d’attention, I'’exemple suivant
permettra d’illustrer la preuve :

n|0 1]2 3|4 5 6 7 8
fn)[5 1[8 9[8 5 0 7 2
gn)|2 113 4|8 5 0 7 2
h(n)|8 03 4|8 5 0 7 2

L’égalité entre les applications f et g commence a partir du rang R; = 4,
alors que I’égalité entre les applications g et h commence a partir du rang
Ry = 2. L’égalité entre f et h est donc acquise a partir du maximum de
ces deux rangs.

Supposons que f Z g et g Z h, on a les deux assertions suivantes :
R eNVReN n=R;= f(n)=gn)
FReNVReN n>=Ry= g(n)=h(n).
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On définit R := max{R;, R2}. Alors pour tout n > R on a a la fois f(n) =
g(n) et g(n) = h(n) et conséquemment f(n) = h(n) par transitivité de
I’égalité, soit f Z h.

EXERCICE 20. Démontrez que si Z est une relation d’équivalence sur un
ensemble X et x € X, alors

VyeT y=T. (7)

Solution. Soit y € T, montrons que § = T, autrement dit d’apres 'axiome
d’extension que § € T et T < . Soit a € j donc a # y mais y € T donc
y X x et par transitivité : a Z x donc a € T. Soit a € T donc a #Z x mais
y €T donc y Z x et x # y par symétrie, et finalement par transitivité :
aZ ysonc ac€T.

EXERCICE 21. Démontrez que si & une relation d’équivalence définie sur
un ensemble X alors I’ensemble quotient X /% est une partition de 'en-
semble X. Réciproquement démontrez que si P € (X)) est une partition
de X alors il existe une unique relation d’équivalence Z sur X telle que
X /% = P et qu'elle est définie par

xRy<=IJAeP (zre A et (yeA). (8)

Solution. On considére une classe d’équivalence T de X /Z. Par définition
x € T,donc x € T # . Soit § une autre classe d’équivalence, i.e. T # 7,
montrons que T Ny = . Par ’absurde, s’il existe a € T N g, alors d’apres
lexercice (20) on a @ = T et @ = 7 et par transitivité de I'égalité T = 7
ce qui est contradictoire. Pour finir, les singletons formés par les éléments
de X forment évidemment une partition de X,

X=| |{=}
zeX
clJz carf{aicz

reX
Réciproquement, considérons une partition (X;);e; de X. On définit une
relation & sur X par

TRy TET.
Montrons qu’il s’agit d’une relation d’équivalence. Soit x € X, la relation
Z est réflexive puisque x € T. Soit x et y deux éléments de X tels que
x X% y, donc T = 7 et ainsi y € T soit y Z x. La relation est donc

symétrique. Pour finir, soit x,y et z trois éléments de X tels que = Z y
et y Z z, alors x € j et y € Z et on en déduit que T = 7 = Z ce qui prouve
que x € Z.

EXERCICE 22. Parmi les propriétés remarquables d’une relation binaire,
lesquelles sont satisfaites par la relation de parallélisme || des droites du
plan réel 7 Par la relation d’orthogonalité | des droites du plan réel ?

Solution. La relation de parallélisme est réflexive, une droite du plan réel
est toujours parallele a elle méme. Elle est également symétrique, si une
droite D est paralléle & une droite D" alors D’ est parallele & D. Elle est
également transitive puisque si D est parallele & D’ elle méme parallele &
D’ alors D est parallele a D”.

La relation d’orthogonalité est anti-réflexive, une droite n’est jamais or-
thogonale a elle-méme. Elle est en revanche symétrique, si D L D’ on
a évidemment D’ 1 D. Elle n’est pas transitive puisque si D L D’ et
D’ 1 D" on en déduit que D || D" et donc que D £ D’ elle est alors
antitransitive.

EXERCICE 23. Montrez que la relation binaire définie sur R par x Z y <
cos?z + sin?y = 1 est une relation d’équivalence.
Solution. On sait que (cf. Pythagore sur le cercle unité)

Vo eR cos’z +sin?z =1 (9)

(1) D’apres Iidentité (9) la relation Z est réflexive.

= 1. D’apres l'indentité (9), on
et par conséquent

(2) Soit (z,y) € R? tel que cos? x +
acos’r =1—sin?z et =

2z) + =1

2 — (sin?x + cos?y) = 1

(1 —sin

Et finalement sin®z + cos?y = 1 ce qui prouve que la relation est symé-
trique.
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(3) Soit (z,y,2) € R? tel que cos®x + sin?y = 1 et cos’y +sin?z = 1. On
additionne terme-a-terme :
(cos® x + sin®y) + (cos? y + sin® z) = 2
cos® x + (sin?y + cos?y) +sin z = 2
cos’x +1+sin’z =2 dapres (9)

2

cos’z +sin’z =1

ce qui prouve que la relation est transitive. C’est donc une relation d’équi-
valence.

EXERCICE 24. Démontrez que la relation binaire d’inclusion € définie sur
I’ensemble Z2(X) des parties d'un ensemble X est une relation d’ordre.
Est-ce un ordre total ou partiel 7

Solution. La relation € est réflexive par définition de l'inclusion. Soit A
et B deux parties de X, 'axiome d’extension permet d’affirmer que cette
relation est antisymétrique :

(A B) A (BCA) « A=B.

Soit A, B et C trois parties de X. Si A € B, alors Vx € A, x € B et si
B < C, alors z € C donc A < C. La relation est donc transitive.

Si ’ensemble X est vide ou réduit a un singleton, c’est une relation d’ordre
total, dans tous les autres cas, c’est une relation d’ordre partiel car il existe
toujours deux éléments a et b distincts dans Z?(X) et dans ce cas {a} & {b}

et {b} & {a}.

EXERCICE 25. f On définit la relation de divisibilité | sur 'ensemble des
entiers naturels N par

a|b<3ceN ac=h.

(1) Démontrez qu’il s’agit d’une relation d’ordre partiel.

(2) Vérifiez que 0 est le plus grand élément pour cette relation.
(3) Existe-t-il un plus petit élément ?

On restreint & présent cette relation & ’ensemble N\{0, 1}.

(4) Existe-t-il un plus petit élément ? Un plus grand élément ?

(5) Quels sont alors les éléments minimaux, maximaux s’il en existe 7

(6) Tracez le diagramme de Hasse de la relation de divisibilité restreinte
a lensemble [1,15].

Solution. (1) La relation de divisibilité est réflexive puisque pour tout
a € N) a | a en prenant ¢ = 1. Soit a et b deux entiers naturels tels que
a|betbd]a. Il existe donc deux entiers c et ¢ tels que

ac=b et bd =a.

En remplacant a par b¢’ dans la premiere égalité, on en déduit que b’ ¢ =
b ce qui entraine que cc¢’ = 1 puis ¢ = ¢ = 1 car nous sommes dans N
et finalement a = b prouvant que la relation est antisymétrique. Soit a, b
et ¢ trois entiers naturels tels que a | b et b | c. On dispose donc de deux
entiers naturels d et d’ tels que

ad=b et bd =c.

et en remplagant b par ad dans la deuxieme égalité on obtient a =c
ce qui prouve que a | c¢. La relation est donc transitive. C’est une relation
d’ordre partiel car 213 et 312, entre autres.

(1) En posant ¢:=0, on a
VaeN ac=0

ce qui prouve que 0 est le plus grand élément pour | (“tout le monde divise
07).

(2) Pour tout entier b € N, on a trivialement 1 | b, donc 1 est le plus petit
élément pour la relation |.

(3) L’ensemble N\{0,1} n’admet pas de plus petit élément ni de plus
grand élément pour la divisibilité.

(4) Il n’admet pas d’éléments maximaux mais admet des éléments mini-
maux, les nombres premiers.

(5) Un diagramme de Hasse possible est représenté en figure (11).

EXERCICE 26. On considéere un ensemble fini quelconque ¥ qu’on appelle
alphabet et I’ensemble des mots X* définis sur cet alphabet, c’est-a-dire
I’ensemble des séquences d’éléments de Y. Par exemple si X est I’alphabet
latin, (i¢,n, f,0,7,m,a,t,i,q,u,e) est un mot de ¥* que 'on écrit plus
simplement informatique. La longueur d’un mot u est notée |u|. La loi de
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FIGURE 11. Diagramme de Hasse partiel pour la divisibilité.

composition interne . dite de concaténation, agit sur deux mots ujus . . . U,
et vivy ...V, de X* de la maniére suivante :

UV = (UL, Uy« + oy Up, V1, V2, + s Upy)-

Le mot vide € est I’élément neutre pour cette loi qui est associative mais
pas commutative. On définit la relation binaire préfize & sur X.* par u £ v
si et seulement si

(lul < fol) A (Vie [1, [ul]] v = us). (10)
et on dit alors que u est un préfize de v. Par exemple, lac est un préfixe

de lacet.
(1) Montrez que la relation T est une relation d’ordre.

(2) La relation est-elle totale ou partielle ?

Solution. (1) A la lumiere de (10), la relation relation = est évidemment
réflexive. Supposons que u E v et v = u, on a donc d’une part |u| < |v]
et |v] < |ul, les deux mots ont donc la méme longueur et d’autre part
leurs projections respectives sont toutes égales, autrement dit u = v ce
qui prouve I'antisymétrie. Supposons que |u| E |v| et |v| E |w|. Alors par
transitivité de I'inégalité on a |u| < |w| et par transitivité de I’égalité on
a Vie [l,|u]] w; =wu; prouvant la transitivité.

(2) C’est une relation d’ordre partiel, les deux mots arbre et barque ne
sont pas comparables, aucun n’est le préfixe de 'autre.

11


http://zanotti.univ-tln.fr/MD/MD-Groupes.html#def:loidecompositioninterne
http://zanotti.univ-tln.fr/MD/MD-Groupes.html#def:elementneutre

