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es de travaux pratiques sont pré
édésd'un symbole qui quali�e la di�
ulté de l'exer
i
e. Le ♥ signi�e que l'exer
i
e est unesimple appli
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helle �atom-ique�, des points et des ve
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es ve
toriels, les espa
es a�nes et les espa
es proje
tifs, puis nous nousfo
aliserons sur l'espa
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on
erne, à savoir le plan eu
lidien réel R × R.Date: 1/10/2010.

1. Espa
es ve
torielsLa notion ré
urrente dans toute 
ette partie du 
ours est 
elle d'espa
e ve
toriel.Ce type de stru
ture algébrique intervient à tout moment dans 
e 
ours, il est don
indispensable d'en 
omprendre le sens.Dé�nition 1. Soit K un 
orps 
ommutatif. On appelle K-espa
e ve
toriel tout triplet

(E, +, ·) où + est une loi de 
omposition interne et · une loi de 
omposition externe àdomaine d'opérateurs dans un 
orps K satisfaisant aux 
onditions suivantes :(1) (E, +) est un groupe 
ommutatif ;(2) ∀λ ∈ K, ∀(u, v) ∈ E × E, λ.(u + v) = (λ.u) + (λ.v) ;(3) ∀(λ, µ) ∈ K × K, ∀u ∈ E, (λ + µ).u = (λ.u) + (µ.u) ;(4) ∀(λ, µ) ∈ K × K, ∀u ∈ E, λ.(µ.x) = (λµ).x ;(5) ∀u ∈ E, 1.u = u.Les éléments du 
orps K sont appelés des s
alaires. On rappelle qu'une 
ombinaisonlinéaire d'une famille (ui)i∈I est le ve
teur u dé�ni par la somme

u :=
∑

i∈I

αiuioù la famille (αi)i∈I d'éléments de K est presque nulle (seul un nombre �ni de s
alaires

αi sont non-nuls). Notons que 
ette dernière 
ondition est indispensable sans quoi lasomme 
i-dessus n'aurait pas de sens.Une 
ombinaison linéaire est une 
onstru
tion élémentaire et fondamentale dans lesespa
es ve
toriels puisqu'elle fait intervenir les deux lois de 
omposition de l'espa
e,l'addition de deux ve
teurs et la multipli
ation d'un ve
teur par un s
alaire.Une famille (ui)i∈I d'éléments d'un espa
e ve
toriel E est dite libre si au
un ve
teurde la famille ne peut s'é
rire 
omme 
ombinaison linéaire des autres, autrement dit si

∑

i∈I

αiui = 0 ⇒ ∀i ∈ I, αi = 0.Un sous-espa
e ve
toriel d'un K-espa
e ve
toriel E est une partie F de E stable pour leslois externes et internes induites. Une famille (ui)i∈I d'éléments d'un espa
e ve
toriel

E est dite génératri
e d'un sous-espa
e ve
toriel F de E si tout ve
teur de F peuts'exprimer 
omme une 
ombinaison linéaire d'éléments de 
ette famille. Une famille libreet génératri
e est appelée base du sous-espa
e F . Si 
ette base est �nie, son 
ardinalest appelé dimension de l'espa
e ve
toriel F . Cette notion de base d'un espa
e ve
torielest elle aussi fondamentale, puisque l'existen
e d'une base permet de 
onstruire tous lesve
teurs de l'espa
e à l'aide de 
ombinaisons linéaires des ve
teurs de la base.1



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 2Considérons à présent une base B = {b1, . . . , bn} d'un K-espa
e ve
toriel E de dimen-sion n et u un ve
teur de E. Puisque B est une base, il existe un n-uplet (λ1, . . . , λn)de Kn tel que u est une 
ombinaison linéaire des ve
teurs de B ave
 
es s
alaires :

u = λ1b1 + λ2b2 + · · · + λnbn. On appelle alors 
oordonnées de u dans la base B le

n-uplet (λ1, . . . , λn) et on é
rit
u : (λ1, . . . , λn)B.Quand au
une ambiguïté n'est possible sur la base, on omet de faire référen
e à B.Intéressons nous maintenant à la 
onstru
tion du plan. Dès lors que l'on dispose d'un
orps 
ommutatif, on est en mesure de 
onstruire très fa
ilement un espa
e ve
toriel,
omme le montre l'exer
i
e 1.Exer
i
e 1 ♥ Montrez que si K est un 
orps 
ommutatif de loi additive + et de loi multipli
ative

×, l'ensemble E = Kn (le produit 
artésien de n 
opies du 
orps K) muni de la loi interne ⊕ etde la loi externe ⊙ sur K suivantes est un K-espa
e ve
toriel :
(u1, . . . , un) ⊕ (v1, . . . , vn) := (u1 + v1, . . . , un + vn)

λ ⊙ (u1, . . . , un) := (λ × x1, . . . , λ × un)Pour 
ette 
onstru
tion, la famille de ve
teurs {e1, . . . en}, où ei est le ve
teur donttoutes les 
omposantes sont nulles sauf la i-ème qui vaut 1, est manifestement libre. Ene�et

n
∑

i=1

αiei = (α1, . . . , αn) = 0 ⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , n}, αi = 0.D'autre part elle est génératri
e 
ar tout ve
teur u = (u1, . . . , un) de Kn peut s'é
rire
∑n

i=1 uiei. C'est don
 une base de Kn appelée base 
anonique. Les 
oordonnées de udans la base 
anonique sont

u : (u1, . . . , un).Quand n = 2 et K = R, l'espa
e ainsi 
onstruit s'appelle le plan réel. Nous le noteronsà l'avenir P . La base 
anonique du plan est 
onstituée des ve
teurs (1, 0) et (0, 1).Exemple 1. L'idée sous-ja
ente à la notion de base est très simple et nous allons observerbrièvement un exemple d'espa
e ve
toriel et de base un peu moins 
lassique que 
euxque l'on trouve en général dans les ouvrages de mathématiques. Tout infographistesait que l'on peut 
oder les 
ouleurs sur 24 bits, ou plus pré
isément sur 3 o
tets,
haque o
tet 
orrespondant à l'intensité que l'on veut asso
ier à 
ha
une des 
ouleursfondamentales : le rouge le vert et le bleu (
odage RVB). Ces 24 bits permettent de 
oder
224 = 16.777.216 
ouleurs 
e qui est su�sant pour notre 
apa
ité à les distinguer. Ennotant E l'espa
e des 
ouleurs et R, V , B les 
ouleurs rouge, vert et bleu respe
tivement,la 
ouleur jaune est obtenue par la 
ombinaison linéaire

J = 255R + 255V + 0B.

En 
onsidérant que les s
alaires vivent dans le 
orps �ni F28 (le 
orps 
ontenant 28 =
256 éléments), l'espa
e des 
ouleurs E devient un F28 -espa
e ve
toriel de dimension 3.En e�et, les trois 
ouleurs {R, V, B} forment une famille génératri
e de E puisqu'ellespermettent de 
onstruire toutes les autres et libre puisqu'au
une d'entre elles ne peuts'obtenir 
omme mélange (
ombinaison linéaire) des deux autres. La famille {R, V, B}est don
 une base de E de dimension 3. Ainsi J : (255, 255, 0) dans 
ette base.Quand on dispose d'ensembles muni d'une même stru
ture algébrique, il est na-turel de s'intéresser aux appli
ations qui ne bouleversent pas 
ette stru
ture, les mor-phismes. Dans la situation qui nous 
on
erne, les morphismes d'espa
es ve
toriels sontgénéralement appelés appli
ations linéaires. Soient don
 E et F deux K-espa
es ve
to-riels et f une appli
ation de E dans F . Pour que f soit une appli
ation linéaire, elledoit d'une part respe
ter la stru
ture additive : pour deux ve
teurs x et y, il faut que

f(x+y) = f(x)+f(y) ; d'autre part la stru
ture multipli
ative : on se donne un ve
teur

x et un s
alaire λ et il faut que f(λx) = λf(x).On appelle image d'une appli
ation linéaire f : E → F , l'image de l'espa
e E toutentier, i.e. f(E) := {f(x), x ∈ E}. On appelle noyau de f l'ensemble des éléments de

E qui ont pour image le ve
teur nul, soit {x ∈ E, f(x) = 0}. On note respe
tivement
es ensembles im(f) et ker(f).Exer
i
e 2 ♥ Soit f une appli
ation linéaire f : E → F . Montrez que im(f) est un sous-espa
eve
toriel de F et que ker(f) est un sous-espa
e ve
toriel de E.Nous supposerons que le 
al
ul matri
iel de base est a
quis, rappelons simplementle lien entre le 
al
ul matri
iel et la représentation d'une appli
ation linéaire f d'un

K-espa
e ve
toriel E dans un K-espa
e ve
toriel F .Dé�nition 2. Soient E et F deux K-espa
es ve
toriels de dimensions �nies respe
tives

p > 0 et n > 0 et de bases respe
tives e et f . Soit ϕ une appli
ation linéaire de Edans F . On appelle matri
e représentative de ϕ dans les bases e et f la matri
e (aij)déterminée par
∀i ∈ {1, . . . , p}, ∀j ∈ {1, . . . , n}, ϕ(ei) =

n
∑

j=1

aijfj .De manière plus imagée, la i-ème 
olonne de la matri
e est l'image par ϕ du ve
teur eiexprimée dans la base f ,
(1) 









ϕ e1 e2 . . . ep

f1 a11 a12 . . . a1p

f2 a21 a22 . . . a2p... ... ... ...
fn an1 an1 . . . anp













TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 3Les 
omposantes du ve
teur ϕ(u) s'obtiennent alors simplement à l'aide du produitmatri
iel Mu où M désigne la matri
e 
i-dessus et u est représenté en 
olonne.Les appli
ations linéaires qui vont nous intéresser dans la suite seront des appli
a-tions de P dans lui-même, autrement dit de R × R dans R × R. Le le
teur véri�eraaisément que la 
omposition de deux appli
ations linéaires est en
ore une appli
ationlinéaire, 
ette 
omposition se traduisant e�
a
ement du point de vue matri
iel par lamultipli
ation des matri
es 
orrespondantes, propriété hautement intéressante du pointde vue algorithmique.Exer
i
e 3 ♥ Soient f et g deux appli
ations linéaires de P dans P . Montrez que l'appli
ation
omposée h = g ◦ f est linéaire et a pour représentation matri
ielle le produit des matri
es Mg et

Mf dans 
et ordre, où Mf (resp. Mg) désigne la représentation matri
ielle de l'appli
ation f (resp.

g).On rappelle qu'une appli
ation linéaire est inversible (et 
ela n'a de sens que si les es-pa
es d'arrivée et de départ ont même dimension) si le déterminant de sa représentationmatri
ielle n'est pas nul. Dans le 
as général en dimension n, le 
al
ul du déterminantse fait de manière ré
ursive : si A est une matri
e 
arrée n × n, on peut développer 
edéterminant suivant les 
olonnes ou les lignes de la matri
es, soit respe
tivement :
det(A) :=

n
∑

i=1

ai,j(−1)i+j det(Ai,j), ∀j, 1,≤ j ≤ n.

det(A) :=
n

∑

j=1

ai,j(−1)i+j det(Ai,j), ∀i, 1,≤ i ≤ n.où Ai,j désigne la matri
e (n− 1)× (n− 1) obtenue en privant la matri
e A de sa i-èmeligne et de sa j-ème 
olonne. Dans le 
as parti
ulier du plan où n = 2,
A :=

(

a b
c d

)

det(A) = ad − bc.L'ensemble des appli
ations linéaires inversibles d'un espa
e ve
toriel E dans lui-même 
onstituent un groupe pour la 
omposition des appli
ations appelé groupe linéaireet noté GL(E). L'élément neutre est l'appli
ation identique x 7→ x du plan dans lui-même (elle est bien linéaire) et la 
omposition des appli
ations est asso
iative. Ce groupen'est pas 
ommutatif. Parallèlement, les matri
es asso
iées forment également un groupepour la multipli
ation matri
ielle, 
e groupe est isomorphe à GL(E) auquel il s'identi-�era. Dans le 
as parti
ulier où E = R
n, 
e groupe se note GLn(R).Si l'on s'intéresse tant aux appli
ations linéaires en infographie, 
'est justement par
eque l'on est 
apable de les dé
rire de manière très 
on
ise sous forme matri
ielle et queles 
al
uls se limitent à quelques sommes et produits. La transposition de la stru
turematri
ielle dans le langage informatique est évidemment la stru
ture de tableau.

La seule stru
ture d'espa
e ve
toriel nous permet d'étudier deux premières transfor-mations élémentaires : les translations et les homothéties liées respe
tivement à la loiadditive interne et la loi multipli
ative externe.Dé�nition 3. Soit E un K-espa
e ve
toriel et v un ve
teur de E. On appelle translationde ve
teur v, l'appli
ation tv : E → E dé�nie par

tv(u) = u + v.Dé�nition 4. Soit E un K-espa
e ve
toriel et λ un s
alaire de K. On appelle homoth-étie de rapport λ, l'appli
ation hλ : E → E dé�nie par

hλ(u) = λu.

x

y

O

v

u

u + v

x

y

O

u

λu

Fig. 1. À gau
he : translation de ve
teur v. À droite : homothétie derapport λIl faut noter qu'au
une �è
he n'a été utilisée �au-dessus� des ve
teurs. Ce
i est motivépar le fait que dans 
e 
ours, nous exploitons prin
ipalement les propriétés algébriquesde la stru
ture d'espa
e ve
toriel et que l'on peut se passer ave
 pro�t de la présenta-tion des ve
teurs 
omme on a pu le voir dans le se
ondaire. Notons néanmoins que lareprésentation des ve
teurs dans le plan à l'aide de �è
hes est parti
uli�rement 
ommodepour appréhender les opérations. Ainsi, dans la base 
anonique (1, 0), (0, 1), le ve
teur

u : (x, y) qui n'est que le point de 
oordonnées (x, y) se dessine 
omme une �è
he quipart de l'origine (0, 0) et se termine en (x, y). On pourra observer dans la �gure 1,
omment 
es �è
hes mettent en perspe
tive la translation et l'homothétie.Exer
i
e 4 ♥ Montrez que dans un K-espa
e ve
toriel, une translation de ve
teur u n'est pasune appli
ation linéaire. A 
ontrario, montrez que l'homothétie de rapport λ est linéaire.



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 4La stru
ture d'espa
e ve
toriel est le support de base pour faire de la géométrie, maisil faut se doter d'autres outils pour manipuler des objets du plan. Deux notions sontfondamentales, la notion de distan
e et la notion d'angle, toutes deux obtenues grâ
eau produit s
alaire :Dé�nition 5. On appelle produit s
alaire l'appli
ation φ : Kn × Kn → K dé�nie par(2) φ(u, v) := u1v1 + u2v2 + · · · + unvn si u = (u1, . . . , un) et v = (v1, . . . , vn).On note souvent (u | v) le nombre réel φ(u, v).Quand l'espa
e ambiant est le plan réel P , le produit s
alaire est bien sûr dé�ni sur

P × P par φ(u, v) := u1v1 + u2v2.Exer
i
e 5 ♥ Montrez que le produit s
alaire est une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée,
'est-à-dire :(1) φ(u + v, w) = φ(u,w) + φ(v, w) et φ(u, v + w) = φ(u, v) + φ(u, w) (bilinéarité).(2) φ(u, v) = φ(v, u) (symétrie).(3) Soit u ∈ P , si ∀v ∈ P , φ(u, v) = 0 alors u = 0. (non-dégénéres
en
e).Un produit s
alaire permet de dé�nir une norme puis une distan
e dites induites. Si
u et v désignent deux ve
teurs du plan,(3) ‖u‖ :=

√

(u |u) et d(u, v) := ‖v − u‖.la norme et la distan
e ainsi dé�nies sont la norme et la distan
e eu
lidiennes. Onmontrera à titre d'exer
i
e le théorèmeThéorème 6 (Inégalité de Cau
hy-S
hwarz). Pour tous ve
teurs u et v de R
2 on al'inégalité suivante :

|(u | v)| ≤ ‖u‖.‖v‖.Exer
i
e 6 ♥ Montrez que l'appli
ation de P → R dé�nie par (3) est bien une norme, i.e. qu'ellesatisfait les axiomes suivants :(1) ∀u ∈ R ×R, ‖u‖ ≥ 0 et ‖u‖ = 0 ⇔ u = 0 ;(2) ∀λ ∈ R, ∀(u, v) ∈ R ×R, ‖λu‖ = |λ|‖u‖ ;(3) ‖u + v‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖ (inégalité triangulaire).Pour l'inégalité triangulaire, utilisez l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz. Montrez que l'appli
ation de
R2 ×R2 → R dé�nie par (3) est bien une distan
e, i.e. qu'elle satisfait les axiomes suivants :(1) ∀(u, v) ∈ R × R, d(u, v) ≥ 0 et d(u, v) = 0 ⇔ u = v ;(2) ∀(u, v) ∈ R × R, d(u, v) = d(v, u) ;(3) ∀(u, v, w) ∈ R3, d(u, w) ≤ d(u, v) + d(v, w).

Un ve
teur est dit normé ou unitaire si ‖u‖ = 1. Deux ve
teurs u et v sont orthogo-naux si leur produit s
alaire est nul, autrement dit si (u | v) = 0. Ils sont orthonorméss'ils sont orthogonaux et si 
ha
un des ve
teurs est normé. Pour toute partie A du plan

P , on dé�nit l'orthogonal de la partie A 
omme l'ensemble des ve
teurs orthogonaux à

A, soit A⊥ = {u ∈ P ; (u | v) = 0, ∀v ∈ A}. Notons que A⊥ est un sous-espa
e ve
torielde P même si A ne l'était pas, en e�et si (u, v) ∈ A⊥ × A⊥, λ ∈ R et w est un ve
teurquel
onque de A, alors (u + v |w) = (u |w)+ (v |w) = 0 et (λu |w) = λ(u |w) = 0, don


A⊥ est stable pour les lois de P .Exer
i
e 7 ♥ Soit A une partie quel
onque d'un K-espa
e ve
toriel E. Montrez que (A⊥)
⊥ estle plus petit sous-espa
e ve
toriel de E qui 
ontient A.On rappelle qu'un hyperplan est le noyau d'une forme linéaire, 
'est don
 un sous-espa
e ve
toriel de 
odimension 1, ou en
ore de dimension n−1 si n est la dimension del'espa
e ambiant. Par exemple, si u désigne un ve
teur non-nul d'un K-espa
e ve
toriel

E = K × · · · × K, l'ensemble u⊥ est un hyperplan puisque l'appli
ation E → R dé�niepar v 7→ (u | v) est linéaire par bilinéarité du produit s
alaire. Dans le 
as du plan réel,l'hyperplan u⊥ est appelé droite ve
torielle. Si u = (a, b), alors les ve
teurs v = (x, y)orthogonaux à u satisfont(4) ax + by = 0.Il s'agit là de l'équation d'une droite ve
torielle D. Si u = (x, y) est un ve
teur non-nul et appartient à la droite D, i.e. s'il satisfait (4), alors tout ve
teur λu qui lui est
olinéaire (λ 6= 0) satisfait l'équation (4) également. N'importe lequel de 
es ve
teurs estappelé ve
teur dire
teur de la droite D. On dit également que la droite D est engendréepar �son� ve
teur dire
teur ; En e�et, si u 6= 0, {u} forme une famille génératri
e de

D puisque D est l'ensemble des 
ombinaisons linéaires de 
ette famille réduite à unélément. Ainsi, en notant M(λ) := (x(λ), y(λ)) le point du plan dé�ni par

{

x(λ) := λx,
y(λ) := λy.on dé�nit 
e que l'on appelle une représentation paramétrique de la droite D.Une matri
e A est dite orthogonale si les ve
teurs formés par les deux 
olonnes de lamatri
e sont orthonormés. Ce
i équivaut à 
e que l'appli
ation linéaire représentée par
ette matri
e 
onserve le produit s
alaire, i.e.(5) ∀(u, v) ∈ P , (Au |Av) = (u | v).Exer
i
e 8 ♥ Démontrez qu'une matri
e A est orthogonale si et seulement si l'appli
ation linéairereprésentée par 
ette matri
e 
onserve le produit s
alaire (equation (5)).



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 5Ces matri
es sont inversibles et l'inverse d'une matri
e orthogonale A est sa matri
etransposée tA qui est elle-même orthogonale. D'autre part, le produit de deux matri
esorthogonales est une matri
e orthogonale, les matri
es orthogonales forment don
 unsous-groupe noté O2(R) non-
ommutatif du groupe GL2(R) des matri
es inversibles.On peut 
ara
tériser 
es matri
es :Proposition 7. Les matri
es orthogonales sont de la forme

(

a −b
b a

) ou (

a b
b −a

) ave
 a2 + b2 = 1.Exer
i
e 9 † Démontrez la proposition 
i-dessus. Indi
ation : montrez que tA est l'inverse de Adon
 à gau
he et à droite. Montrez que le déterminant d'une matri
e orthogonale est ±1. Trouvezun 
ontre-exemple à la ré
iproque.Les matri
es orthogonales de déterminant 1 forment un sous-groupe 
ommutatif de

O2(R) appelé groupe spé
ial orthogonal et noté SO2(R). Les matri
es de 
e groupesont appelées des matri
es orthogonales dire
tes ou matri
es de rotation et sont de lapremière forme dans la proposition 
i-dessus.Nous allons à présent introduire le 
orps des nombres 
omplexes C et expli
iterpourquoi il joue un r�le important dans la géométrie du plan réel. Il existe plusieurs
onstru
tions de C, nous présentons 
elle qui est la plus pro
he de nos préo

upations.Pour 
onstruire un 
orps, il faut un ensemble, deux lois de 
ompositions internes, lapremière, 
ommutative, est 
lassiquement appelée addition, l'autre, qui n'est pas né
es-sairement 
ommutative, est appelée multipli
ation. L'ensemble que nous allons 
onsid-érer est en
ore une fois le plan R × R, l'addition est dé�nie par la 
lassique addition
omposantes à 
omposantes et il reste à dé�nir le produit de deux nombres 
omplexes
u = (x, y) et v = (x′, y′), 
e qui est obtenu grâ
e à

uv := (xx′ − yy′, xy′ + yx′).Cette multipli
ation est asso
iative et 
ommutative, elle a pour élément neutre (1, 0)que l'on note 1. On note i := (0, 1). Tout élément u = (x, y) admet un inverse(6) u−1 :=
1

x2 + y2
(x,−y).Après toutes les véri�
ations né
essaires, le le
teur se 
onvain
ra que R × R muni de
es deux lois est bien un 
orps. Il est appelé 
orps des nombres 
omplexes et noté C.Exer
i
e 10 † Montrez que C est un R-espa
e ve
toriel et que 1 et i forment une base.

L'exer
i
e 10 montre que tout nombre 
omplexe u = (x, y) s'é
rit u = x.1+ y.i, don


u : (x, y) dans la base {1, i}. La première 
omposante de 
e ve
teur est appelée partieréelle notée ℜ(u) et la se
onde partie imaginaire notée ℑ(u). Le module d'un nombre
omplexe u = (x, y) est dé�ni à partir de la norme eu
lidienne sur R × R :(7) |u| :=
√

x2 + y2.On appelle 
onjugué d'un nombre 
omplexe u = (x, y), le nombre ū = (x,−y).Exer
i
e 11 † Montrez que uū = |u|2. En déduire (6).En raison de la multipli
ativité du module, i.e. |uv| = |u||v|, l'ensemble des nombres
omplexes dont le module est 1 (qui sont don
 des ve
teurs unitaires si l'on 
onsidèrela stru
ture de R-espa
e ve
toriel de C), forme un sous-groupe du groupe multipli
atifde C que l'on note U et qui est appelé groupe unitaire.Proposition 8. L'appli
ation m : C → M2(R) dé�nie par(8) u = (a, b) 7→
(

a −b
b a

)

.est un morphisme de R-algèbres. Elle induit un isomorphisme de groupes du groupeunitaire U sur le groupe spé
ial orthogonal SO2(R).L'exponentielle 
omplexe est l'appli
ation de C dans C dé�nie par(9) exp(u) :=
∑

n≥0

un

n!
.Cette dé�nition a un sens 
ar 
ette série entière 
onverge ave
 un rayon de 
onvergen
ein�ni (autrement dit, elle 
onverge quelle que soit la valeur de u). On peut montrer quel'exponentielle est additive, i.e. exp(u + u′) = exp(u) exp(u′). On note e le nombre deNeper dé�ni par exp(1). L'exponentielle est une fon
tion 
ontinue et grâ
e à l'additivité,on montre que pour tout nombre réel x, exp(x) = ex. Ainsi, par 
onvention, on note

eu plut�t que exp(u) l'exponentielle du nombre 
omplexe u. On démontre les relationssuivantes :� eu = eu ;� |eu| = eℜ(u), i.e. si u = x + iy, |ex+iy| = ex et en parti
ulier |eiy| = 1.On dé�nit respe
tivement les fon
tions 
osinus et sinus de la variable réelle θ 
ommela partie réelle et la partie imaginaire du nombre 
omplexe eiθ :

cos θ := ℜ(eiθ) =
1

2
(eiθ + e−iθ)

sin θ := ℑ(eiθ) =
1

2i
(eiθ − e−iθ)



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 6Exer
i
e 12 ♥ Cal
ulez eiθ et e−iθ en fon
tion de cos θ et sin θ. Montrez que cos2 θ+sin2 θ = 1.Proposition 9. L'appli
ation θ 7→ eiθ est un morphisme du groupe additif de R dansle groupe multipli
atif de C
∗. L'image de 
e morphisme est le groupe unitaire U. Sonnoyau est un sous-groupe dis
ret non-trivial de (R, +).Exer
i
e 13 † Démontrez la première partie de la proposition.Le noyau de 
e morphisme est don
 l'ensemble des nombres réels θ tels que eiθ = 1.On déduit de la deuxième partie de la proposition que 
e noyau est de la forme τZ où

τ est un nombre réel > 0. La périodi
ité de l'appli
ation θ 7→ eiθ en dé
oule et τ est saplus petite période.Dé�nition 10. Le nombre π est la moitié de la période de la fon
tion θ 7→ eiθ.Exer
i
e 14 † Montrez les formules trigonométriques suivantes à partir de l'additivité de l'expo-nentielle :

cos(a + b) = cos a cos b − sin a sin b

sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin bEn déduire que l'appli
ation R : R → SO2(R) dé�nie par
R(θ) :=

„

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

«est un morphisme surje
tif de groupes périodique de période 2π.On peut à présent dé�nir la notion d'angle. Pour 
ela, on 
onsidère deux ve
teursunitaires u et v. D'après la proposition 8, il existe une unique matri
e A de SO2(R) telleque v = Au, on l'appelle angle des ve
teurs u et v. D'après la proposition pré
édente, ilexiste θ ∈ R (pas né
essairement unique), tel que A = R(θ), on dit alors que θ est unemesure de l'angle A. Ce
i se traduit par

v = eiθu.On appelle don
 rotation d'angle θ l'appli
ation rotθ : P → P dé�nie par u 7→ eiθu, 
equi se traduit sous forme matri
ielle, en notant u = (x, y), par(10) (x, y) 7→
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

) (

x
y

)

.On parlera parfois de rotation ve
torielle.
x

y

θ

u

rotθ(u)

Fig. 2. Rotation d'angle θ2. Espa
es affinesDé�nition 11. Soit E un ensemble et V un K-espa
e ve
toriel. Soit ϕ : E × E → Vune appli
ation satisfaisant :(1) ∀(A, B) ∈ E × E l'appli
ation B 7→ ϕ(A, B) est bije
tive ;(2) ∀(A, B, C) ∈ E × E × E, ϕ(A, B) + ϕ(B, C) = ϕ(A, C).Le 
ouple (E, ϕ) est appelé espa
e a�ne dé�ni sur V . Cette stru
ture est généralementobtenue dire
tement à partir d'un espa
e ve
toriel E à l'aide de l'appli
ation ϕ(A, B) :=
B−A et dans 
e 
as, il s'agit de la stru
ture d'espa
e a�ne naturelle de E. Les élémentsd'un espa
e a�ne sont appelés des points.Nous travaillerons toujours dans l'espa
e a�ne naturel asso
ié à R × R appelé plana�ne. Par 
onséquent, les points de 
et espa
e a�ne sont aussi des ve
teurs, tout dépenddu point de vue auquel on se pla
e. La notation P désignera don
 également le plana�ne. Si A et B sont deux points du plan a�ne, nous noterons −−→AB le ve
teur B−A. Ladistan
e entre deux points est naturellement dé�nie 
omme la distan
e entre les deuxve
teurs, i.e. d(A, B) = ‖−−→AB‖, que l'on notera plus souvent |AB|.La première (resp. se
onde) 
oordonnée d'un point M = (x, y) dans le plan a�neest appelée abs
isse (resp. ordonnée). Soit ∆ une droite ve
torielle et A = (xA, xA) unpoint du plan a�ne. On appelle droite a�ne de dire
tion ∆ 
ontenant A l'ensemble despoints M = (x, y) de P tels que −−→AM ∈ ∆. Autrement dit si ∆ est d'équation ax+by = 0,on doit avoir a(x − xa) + b(y − ya) = 0, soit

ax + by − (axA + byA) = 0.En notant que si A dé
rit le plan P , alors −(axA + byA) dé
rit R tout entier, l'équationgénérale d'une droite a�ne est obtenue pour trois s
alaires a, b et c par

ax + by + c = 0.



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 7Quand on parle de droite sans autre pré
ision, 
'est toujours d'une droite a�ne dont ilest question.Dé�nition 12. Soient A et B deux points du plan. On appelle segment AB l'ensembledé�ni par
[A, B] := {(1 − u)A + uB, u ∈ [0, 1]}.Exer
i
e 15 ♥ Montrez qu'une droite a�ne est la translatée d'une droite ve
torielle. Montrezqu'il existe une unique droite qui passe par deux points distin
ts A et B. On parle alors de la droite

AB que l'on note (AB).Deux droites sont dites parallèles si elles ont mêmes dire
tions. Deux droites sontdites orthogonales ou perpendi
ulaires si leurs dire
tions sont orthogonales.Exer
i
e 16 † Montrez que toute droite est parallèle à elle-même. Montrez que pour que deuxdroites distin
tes soient parallèles il faut et il su�t qu'elles n'aient au
un point 
ommun. Montrezque deux droites qui ne sont pas parallèles ont un unique point 
ommun.Soit D une droite et M un point du plan P . La droite orthogonale à D et qui passepar M ren
ontre la droite D en un point H (qui peut être 
onfondu ave
 A si A ∈ D).Proposition 13. Le point H est l'unique point de D le plus pro
he de M , autrementdit le seul point qui réalise le minimum de la fon
tion P 7→ |MP |.Ce point H est appelé le projeté orthogonal de M sur D. L'appli
ation M 7→ H estappelé proje
tion orthogonale du plan sur la droite D.Exer
i
e 17 ♥ Montrez le théorème de Pythagore, à savoir, que pour que deux droites AB et
AC soient orthogonales, il faut et il su�t que

AB2 + AC2 = BC2.Dans 
e 
as, on dit que le triangle ABC est re
tangle en A.
x

y

bc

bc

θ

M

bcI

M ′

x

y

bc
M

D

H

bc

bc

bc

M ′

Fig. 3. À gau
he : rotation de 
entre I et d'angle θ. À droite : symétrieorthogonale par rapport à la droite D.La translation d'un point de l'espa
e a�ne est dé�nie exa
tement de la même manièreque dans un espa
e ve
toriel, par 
ontre on peut dé�nir la rotation autour d'un point duplan a�ne, la rotation ve
torielle que nous avons étudiée plus haut 
onsistant à tournerautour de l'origine :Dé�nition 14. On appelle rotation d'angle θ autour d'un point I de P, l'appli
ation

rot(I,θ) : P → P qui asso
ie à un point M l'unique point M ′ tel que(11) −−→
IM ′ = rotθ(

−−→
IM).où rotθ désigne la rotation ve
torielle d'angle θ. Quand θ = π, la rotation rot(I,π)s'appelle symétrie de 
entre I.Soit H la proje
tion orthogonale d'un point M sur une droite D et M ′ le point dé�nipar −−−→

MM ′ = 2
−−→
MH. L'appli
ation symD : P → P dé�nie par M 7→ M ′ est appeléesymétrie orthogonale par rapport à la droite D, ou en
ore symétrie d'axe D.Exer
i
e 18 ‡ Démontrez la proposition 13. Montrez que les translations et les rotations 
on-servent les angles et les distan
es. Montrez qu'une symétrie orthogonale 
onserve les distan
es et
hange les angles en leurs opposés. Quels sont les points �xes d'une symétrie orthogonale ?Exer
i
e 19 † On appellemilieu d'un segment [A, B], l'unique point du plan I tel que −→IA+

−→
IB =

0. Il véri�e −→AB = 2
−→
AI. Supposons que A 6= B. Montrez que l'ensemble des points du plan qui sontà égale distan
e entre A et B est la droite orthogonale à (AB) qui passe par le milieu du segment

[A, B]. On l'appelle la médiatri
e du segment AB.



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 8Exer
i
e 20 ‡ Démontrez que les isométries du plan, i.e. les appli
ations de P dans P qui
onservent les distan
es (|f(A)f(B)| = |AB|) sont le produit (
omposition) de 0, 1, 2 ou 3symétries orthogonales.Dé�nition 15. Considérons une famille M1, . . . , Mn de n points du plan et une famille

λ1, . . . , λn de n nombres réels. Soit Λ la somme de 
es n nombres. On appelle bary
entrede la famille de points Mi le point G dé�ni par(12) G :=
1

Λ

n
∑

i=1

λiMi.Les s
alaires λi sont appelés poids ou 
oe�
ients de pondération du système de points.On dit que la pondération est normalisée quand Λ = 1.Exer
i
e 21 ♥ Montrez que le bary
entre d'un système de points est l'unique point qui satisfait

n
X

i=1

λi

−−→
GMi = 0.3. Espa
es proje
tifsUne des motivations pour la 
onstru
tion des espa
es proje
tifs est de trouver un
adre théorique adapté à l'étude des perspe
tives. Tout étudiant a appris i
i mêmeque deux droites parallèles ne se 
oupent pas, alors que l'ar
hite
te sait pertinemmentqu'elles se 
oupent à l'in�ni, 
e que le dessin en perspe
tive montre bien. Alors quelrésultat est vrai ? En fait, les deux. Tout dépend de la géométrie que l'on 
onsidère.L'utilisation des espa
es proje
tifs en infographie 2D est motivée essentiellement par lasimpli�
ation des transformations planes. Plus pré
isément, la translation, qui n'est pasune transformation linéaire dans le plan, le devient dans le plan proje
tif. Ce résultat,apparemment anodin a pourtant une 
onséquen
e fort intéressante pour l'infographiste,la seule transformation élémentaire du plan qui é
happait à une é
riture matri
ielle peuten�n être 
omposée de manière e�
a
e dans les programmes. Cependant, l'étude desperspe
tives étant largement abordée par les infographistes 3D, il nous a semblé qu'unebrève introdu
tion aux espa
es proje
tifs n'était pas inutile dans le 
adre de 
e 
ours�2D� !Si deux droites parallèles dans le plan a�ne ne se 
oupent pas, on remarque néan-moins qu'elles ont un point 
ommun (dans tous les sens du terme !), leur dire
tion. L'idéemaîtresse pour réaliser l'interse
tion �à l'in�ni� de deux droites parallèles est d'intégrerintelligemment 
ette 
omposante dire
tionnelle dans l'é
riture des points.

x

y

z

O

D∞

1

bc
(1 : 0 : 0)

(x/z : y/z : 1)

(x/y : 1 : 0)

P

x

y
1

P2(R) = P ∪ D∞Fig. 4. Le plan proje
tif P2(R) (en gris).Dé�nition 16. Soit E un K-espa
e ve
toriel. On appelle espa
e proje
tif asso
ié à E,l'ensemble des 
lasses d'équivalen
e de E∗ := E \ {0} pour la relation de 
olinéarité

v R u ⇔ ∃λ ∈ K, v = λu.On note P(E) 
et espa
e et Pn(R) l'espa
e P(Rn+1).Si E est un espa
e ve
toriel de dimension �nie n + 1 et de base e = {e1, . . . , en+1}(typiquement E = R
n+1), alors pour tout élément χ ∈ P(E), il existe au moins unélément x : (x1, x2, . . . , xn+1) de E dont la 
lasse d'équivalen
e soit χ. On dit alors que

x : (x1, x2, . . . , xn+1) est un système de 
oordonnées homogènes de χ relativement à labase e. Pour distinguer un système de 
oordonnées du (n + 1)-uplet, on note plut�t

(x1:x2: · · · :xn+1). Ré
iproquement, un (n + 1)-uplet x = (x1, x2, . . . , xn+1) de Kn+1dé�nit un unique point χ de P(E) qui admet x 
omme système de 
oordonnées ho-mogènes.Exer
i
e 22 ♥ Montrez que la relation de 
olinéarité est bien une relation d'équivalen
e.



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 9Nous allons nous intéresser plus parti
ulièrement à la 
onstru
tion du plan proje
tif,i.e. à l'espa
e P2(R) qui est l'ensemble des 
lasses d'équivalen
e de R
3 \ {0} pour larelation de 
olinéarité. Soit u = (x, y, z) un ve
teur de R

3. Sa 
lasse d'équivalen
e est
onstituée de tous les ve
teurs de la forme (λx, λy, λz) et si l'on suppose que z 6= 0, onpeut 
hoisir λ = 1/z et don
 (x/z:y/z:1) 
omme représentant. Ainsi, quand (x, y) dé
rit

R
2, le ve
teur (x/z, y/z, 1) dé
rit le plan a�ne P de R

3 d'équation z = 1 que l'on peutnaturellement identi�er au plan réel R × R (plan en gris dans la �gure 4).Il reste à 
onsidérer les 
lasses des ve
teurs u = (x, y, 0). Les ve
teurs 
olinéaires à

(x, y, 0) sont de la forme (λx, λy, 0) et si y 6= 0, en posant λ = 1/y, le point (x/y:1:0)est un représentant de la 
lasse. Ainsi quand x dé
rit R, le ve
teur (x/y, 1, 0) dé
ritla droite a�ne de R
3 d'équation z = 0, y = 1. Pour 
on
lure 
ette 
onstru
tion, il nereste plus qu'à déterminer la 
lasse des ve
teurs du type (x, 0, 0). Par 
onstru
tion, ona ex
lu le ve
teur nul de l'espa
e proje
tif, don
 x 6= 0, ainsi (1:0:0) représente la 
lassede (x, 0, 0).La réunion des 
lasses (x/y:1:0) et (1:0:0) est appelée droite à l'in�ni et notée D∞qui n'est rien d'autre que P1(R).On peut don
 résumer tout 
e
i en disant que P2(R) = P ∪ D∞ et de manièreplus générale, on pourrait montrer que Pn(K) = Kn ∪ Pn−1(K). Dans le 
as, Pn−1(K)s'appelle l'hyperplan à l'in�ni. Notons que le 
hoix de z = 1 et y = 1 pour 
ettereprésentation est parfaitement arbitraire et nous aurions pu faire 
ette 
onstru
tionave
 toute autre représentation. Observons à présent en quoi 
ette nouvelle géométrierésoud le problème de l'interse
tion de droites parallèles, mais pour 
ela il faut avanttout dé�nir 
e qu'est une droite dans le 
adre du plan proje
tif. Soient a, b et c troiss
alaires. Considérons le plan ve
toriel de R

3 d'équation(13) ax + by + cz = 0.Ce plan 
oupe le plan P sur une droite a�ne D d'équation
ax + by + c = 0, z = 1puisque le plan P a pour équation z = 1. On dé�nit don
 une droite proje
tive 
ommel'ensemble des 
lasses d'équivalen
e des points du plan ve
toriel de R

3 d'équation (13).Si l'on observe la �gure 5, les droites proje
tives D et D′ sont les deux plans qui 
oupentle plan P en deux droites a�nes parallèles. Ces deux plans ont pour interse
tion unedroite ve
torielle qui 
oupe le plan proje
tif P2(R) sur la droite à l'in�ni D∞. Ainsi,deux droites proje
tives parallèles se 
oupent à l'in�ni. Il faut bien noter que 
e
i estune modélisation d'une idée, ainsi les �droites� D et D′ se 
oupent à l'in�ni par
e quele vo
abulaire a été bien 
hoisi. Pour 
on
lure 
e paragraphe, on peut don
 étudier lesobjets a�nes à travers leurs homologues dans un espa
e proje
tif. Ainsi le plan proje
tif
P2(R) est appelé le 
omplété proje
tif du plan a�ne P .Pour une droite a�ne D d'équation ax + by + c = 0, son 
omplété proje
tif est ladroite proje
tive d'équation (13). Pour la 
onstru
tion de la partie plane P de P2(R),nous avons supposé que z 6= 0. Dans 
e 
as on dit que l'on a homogénéisé la droite D

en z. Si nous avions homogénéisé en y, la droite proje
tive asso
iée à D aurait eu pouréquation ax + cy + bz = 0. Ce 
hoix est parfaitement arbitraire.

x

y

z

O

D∞

bc

P

x

y
z = 1

D D′

D ∩ D′

bc

Fig. 5. Interse
tion de deux droites parallèles dans le plan proje
tif.4. Transformations dans le 
omplété proje
tif du plan réelLes transformations dans le plan réel désignent des appli
ations du plan dans lui-même et sont évidemment fondamentales pour l'infographie. Nous avons déjà ren
ontréplusieurs de 
es transfomations : les homothéties, les translations, les rotations. En voi
il'é
riture matri
ielle dans l'espa
e proje
tif :� homothétie de rapport λ :




λ 0 0
0 λ 0
0 0 1



� homothétie di�érentielle de rapports (λx, λy) :




λx 0 0
0 λy 0
0 0 1




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teur (xt, yt) :




1 0 xt

0 1 yt

0 0 1



� rotation d'angle θ :




cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1



� 
isaillement de rapport λ le long des axes x (resp. y) :




1 λ 0
0 1 0
0 0 1









1 0 0
λ 1 0
0 0 1



� symétrie par rapport à l'axe des x (resp. y) :




1 0 0
0 −1 0
0 0 1









−1 0 0
0 1 0
0 0 1



Exer
i
e 23 † Cal
ulez la représentation matri
ielle en 
oordonnées homogènes d'une symétrieorthogonale par rapport à une droite d'équation ax+ by + c = 0. Même question pour une rotationd'angle θ et de 
entre I = (a, b).Exer
i
e 24 † La représentation d'une 
ourbe sur un é
ran né
essite quelques transformationsà partir de sa représentation dans le plan réel P . Cette opération se fait en deux étapes : lapremière est une normalisation, qui 
onsiste à 
omprimer et/ou à dilater une portion du plan réel,la fenêtre d'observation, dans l'espa
e normalisé, 
'est-à-dire le 
arré unité [0, 1] × [0, 1]. Cettenormalisation est la 
omposée d'une translation T , qui ramène la fenêtre d'observation de la 
ourbeà l'origine O du repère, et d'une homothétie di�érentielle H (i.e. une homothétie dont le rapportest di�érent en x et en y). Cette fenêtre d'observation est délimitée par son 
oin inférieur gau
he
(xmin, ymin) et son 
oin supérieur droit (xmax, ymax). La deuxième opération est la transformationde la 
ourbe normalisée vers une fenêtre é
ran de hauteur MaxX et de longueur MaxY. Cette deuxièmetransformation est la 
omposition d'une symétrie S par rapport à la droite d'équation y = 1/2, puisd'une se
onde homothétie di�érentielle H ′ qui renvoie la 
ourbe dans la fenêtre é
ran (�gure 6).(1) É
rivez les matri
es représentant les transformations T , H , S et H ′ dans l'espa
e proje
tif.(2) Cal
ulez la 
omposition H ′ ◦ S ◦ H ◦ T de 
es transformations.(3) Con
luez que le point (x, y) aura pour 
oordonnées

 MaxX

xmax−xmin
(x − xmin)MaxY

ymax−ymin
(ymax − y)

!dans la fenêtre é
ran.
ymax

ymin

xmin xmaxOfenêtre d'observation/espa
e réel [WC℄

1

10espa
e normalisé [NC℄
MaxX

MaxY

0

fenêtre de visualisation/é
ran [DC℄Fig. 6. Représentation sur une fenêtre é
ran d'une 
ourbe plane.[WC=World Coordinates, NC=Normalized Coordinates, DC=Display Co-ordinates℄Remarque : si les rapports hauteur/largeur de la fenêtre d'observation et de la fenêtre é
ran sontdistin
ts, la 
ourbe sera bien entendu déformée.Travaux Pratiques 1 ♥ É
rivez un programme poly en C dont les paramètres de la ligne de
ommande sont : xmin xmax nb a0 a1 ... an et qui a�
he nb points de la 
ourbe polynomialedé�nie par le polyn�me P (X) = a0X + a1X + · · · + anXn. Ces nb points (x, y) sont obtenus enévaluant les nb abs
isses uniformément réparties entre xmin et xmax. Le programme doit renvoyersur la sortie standard nb lignes 
omposées de deux nombres de type float séparés par un espa
e,
es deux nombres représentant le 
ouple (x, p(x)). Pour l'évaluation d'un réel x, on utilise lafa
torisation de Hörner du polyn�me P (X) :

P (X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · · + anXn

= a0 + X
“

a1 + X
`

a2 + X(a3 + · · · + X(an−1 + Xan) · · ·
´

”Cette évaluation est implantée en C de la manière suivante :float eval_poly(float *P, float x, unsigned 
har n){unsigned 
har i;float y;y = 0;for (i = 0; i <= n; i++)y = x * y + P[n - i℄;return y;}



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 11Travaux Pratiques 2 ♥ E
rivez un programme qui lit les 
oordonnées de N points du plan dansun �
hier texte (
haque ligne du �
hier 
ontient l'abs
isse x et l'ordonnée y d'un point séparéspar un espa
e) et qui tra
e 
es points dans une fenêtre é
ran dont vous �xerez la taille. Vousdéterminerez automatiquement les 
oordonnées de la fenêtre d'observation en 
al
ulant la pluspetite et la plus grande abs
isse ainsi que la plus petite et la plus grande ordonnée. Modi�ez votreprogramme pour qu'il propose de sauvegarder dans un �
hier les 
oordonnées normalisées de 
espoints. Utilisez les résultats de l'exer
i
e 24 et le tp 1.5. Tra
é de segments de droitesNous allons étudier un algorithme très simple et très 
ommun pour tra
er un segmentde droite [AB], l'algorithme de Bresenham. On suppose que A et B sont des points dela fenêtre é
ran dans laquelle on veut faire le tra
é, autrement dit les 
oordonnéesde deux pixels. Néanmoins il sera né
essaire de mettre 
e segment en équation, leurs
oordonnées respe
tives (xA, yA) et (xB , yB) sont don
 supposées être le 
entre despixels A et B quand on quadrille le plan. D'autre part, nous allons supposer que 
esegment appartient au premier o
tant du plan eu
lidien 
entré en A, autrement dit lapremière part de �pizza� dans l'ordre trigonométrique quand on 
oupe le plan en 8 partégales autour de A. On supposera pour terminer que xA < xB . Dans toute la suite, y
ompris la se
tion suivante sur le tra
é de 
er
les, un pixel est une surfa
e 
arrée duplan eu
lidien de 
oté 1 dé�nie par les 
oordonnées de son 
entre.L'algorithme de Bresenham a trois qualités remarquables en algorithmique géométrique :(1) Il est in
rémental, 
'est-à-dire qu'à 
haque étape les nouvelles positions sontobtenues à partir de la dernière position 
al
ulée. Le tra
é se fait en in
rémentantun 
ompteur qui dé
rit une des deux 
oordonnées du pixel à traiter, le 
al
ulde l'autre 
oordonnée étant justement l'objet de l'algorithme ;(2) Les données sont de type entier, il n'y a pas de 
al
uls 
outeux d'arrondis ;(3) Les opérations arithmétiques se limitent à des additions et des soustra
tions,
e qui réduit en
ore le 
oût algorithmique puisqu'au
un produit/division n'estutilisé.On se limite au premier o
tant pour deux raisons : la première est que l'on peutobtenir un tra
é dans n'importe quel autre o
tant ave
 des symétries très simples (voirl'exer
i
e 25), la se
onde est que l'algorithme de Bresenham repose sur l'hypothèse quela pente de la droite est stri
tement inférieure à 100%, (i.e. π/4) pour obtenir le résultatsuivant :Lemme 17. Soit M un point quel
onque du segment [A, B] (dans le premier o
tant)d'abs
isse entière p. Si q désigne l'ordonnée du pixel P = (p, q) qui 
ontient M , alors
[A, B] traverse le pixel L := (p + 1, q) ou le pixel H := (p + 1, q + 1) (ou in
lusif).Démonstration. Utiliser l'hypothèse du premier o
tant. �

L'algorithme de Bresenham s'appuie sur le résultat du lemme 17 et 
onsiste don
�simplement� à in
rémenter une abs
isse x initialisée à xA et à séle
tionner l'un desdeux pixels L ou H . Le 
ritère qui va déterminer le 
hoix est le suivant : on 
al
ule lepoint d'interse
tion I entre le segment [AB] et le segment [LH ] ; on 
hoisit le pixel L sila distan
e d(I, L) est inférieure à la distan
e d(I, H) et le pixel H dans le 
as 
ontraire.Il reste à présent à triturer les expressions de 
es distan
es pour simpli�er le 
ritère quipermettra de prendre la dé
ision.

A

B

bc

bc bc

bc

bc

bc bc

bc

bc

bc bc

bc bc

bc

bc

bc bc

bc

bc

bc

bc

p p + 1

q

f(p + 1)
q + 1

P

H

L

I

Fig. 7. Illustration de l'algorithme de Bresenham. Le premier o
tantest matérialisé en gris, les 
entres des pixels L et H par des disques, lenoir désignant le pixel 
hoisi par l'algorithme.On désigne par f la fon
tion de R dans R telle que la droite (AB) soit dé�nie parl'équation 
artésienne y = f(x). On dé�nit alors les deux quantités dont le quotient estla pente de 
ette droite :(14) ∆x := xB − xA, ∆y := yB − yA.Si P := (p, q) est le dernier pixel 
hoisi par l'algorithme (initialement P := A), lepro
hain a p + 1 pour abs
isse et don
 f(p + 1) pour ordonnée. Le signe de la longueur

|HI| − |IL| permet de déterminer quel est le pixel à allumer, L s'il est positif et H s'ilest négatif. On a |HI| − |IL| = 2(q− f(p + 1)) + 1 et 
omme f(p + 1) = f(p) + ∆y/∆x,on obtient
|HI| − |IL| = 2(q − f(p) − ∆y/∆x) + 1On peut multiplier l'inégalité |HI|− |IL| > 0 par ∆x qui est positif pour obtenir le test(15) 2∆x(q − f(p)) + (∆x − 2∆y) > 0.Les quantités 2∆x et ∆x − 2∆y sont évidemment 
al
ulées une fois pour toute à l'initial-isation de l'algorithme et le test (15) devient très simple. On pourrait don
 en rester là,mais il reste une multipli
ation que l'on peut en
ore éviter. Notons Rp la partie gau
hede 
ette inégalité. À l'initialisation du pro
essus, q = f(p) et don
 R0 = ∆x − 2∆y. Le



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 12premier test se limite don
 à déterminer le signe de ∆x − 2∆y. La quantité Rp+1 vautrespe
tivement :
Rp+1 =

{

2∆x(q + 1 − f(p + 1)) + ∆x − 2∆y, si on a allumé H .

2∆x(q − f(p + 1)) + ∆x − 2∆y, si on allumé L.Plut�t que de re
al
uler Rp+1 ex-nihilo, nous allons 
al
uler la di�éren
e Rp+1 − Rpqui va s'avérer très simple :
Rp+1 − Rp =

{

2(∆x − ∆y), si on a allumé H .

−2∆y, si on a allumé L.L'algorithme devient très simple à présent, on initialise le pro
essus en 
al
ulant le signede R0 = ∆x−2∆y et selon le résultat, on 
al
ule R1 en ajoutant l'une des deux quantitéspré
al
ulée.Exer
i
e 25 ♥ Touvez des 
ritères simples (au sens du 
oût algorithmique) pour déterminer dansquel o
tant se trouve un point (x, y) du plan.Exer
i
e 26 ♥ É
rivez l'algorithme de Bresenham sans qu'au
un produit ou rapport ne soit
al
ulé (la multipli
ation par 2 est négligée 
ar elle 
orrespond à un shift des bits du registre asso
iéd'un 
ran vers la droite). Dé
larez une variable R qui jouera le r�le de Rp 
i-dessus initialisée à
∆x − 2∆y. 6. Tra
é d'ar
s de 
er
lesDans le même esprit que Bresenham, nous trouvons l'algorithme de Mi
hener pourle tra
é de 
er
les. Nous supposerons que le 
er
le est 
entré en l'origine dans le repèrede la fenêtre é
ran, une simple translation permettant de 
entrer le 
er
le en tout autrepoint du plan. De même le rayon r du 
er
le est relatif à un nombre de pixels. Avantd'étudier 
et algorithme, notons qu'il est possible de réaliser un tra
é ave
 un 
oûtalgorithmique réduit en utilisant la fon
tion de rotation (10) sous forme matri
ielle quine né
essite qu'un seul 
al
ul de 
osinus et de sinus. On évitera bien entendu de dé
rireun 
er
le de rayon r à l'aide de fon
tions paramétrées r cos θ et r sin θ.Le tra
é se fait dans le sens des aiguille d'une montre et 
ommen
e par le pixelau sommet du 
er
le. En supposant que le tra
é se limite au se
ond o
tant, on peutmontrer (
f. lemme 18) que lors du tra
é, le pro
hain pixel à allumer est soit le pixeljuste à droite du pixel 
ourant (in
rément de l'abs
isse uniquement) soit le pixel au sud-est (in
rément de l'abs
isse et dé
rément de l'ordonnée). Autrement dit, on in
rémentesystématiquement l'abs
isse, le dé
rément ou non de l'ordonnée étant laissé à la 
hargede l'algorithme.

Le but du lemme suivant est don
 de montrer que dans le se
ond o
tant, le 
er
le de
entre O et de rayon r traverse au plus deux pixels 
ontigüs de même abs
isse p.Exer
i
e 27 ♠ Soit P = (p, q) un pixel du se
ond o
tant et C un 
er
le de 
entre O et de rayon

r. Quelle est l'abs
isse pmax la plus grande telle que la droite d'équation x = pmax 
oupe C dansle deuxième o
tant ?Lemme 18. On se �xe une abs
isse entière 0 ≤ p ≤ pmax et on note P = (p, q) le pixelle plus pro
he du 
er
le de 
entre O et de rayon r. Alors le pixel d'abs
isse p + 1 le pluspro
he du 
er
le est le pixel L := (p + 1, q) ou le pixel H := (p + 1, q − 1).Démonstration. Il su�t de montrer que H est à l'extérieur du 
er
le et L à l'intérieur,autrement dit que le 
er
le passe entre les points H et L. On le montre ave
 uneré
urren
e sur p. C'est évidemment vrai pour p = 0 (dans 
e 
as, q = r). Soit yp (resp.

yp+1) l'ordonnée du point du 
er
le d'abs
isse p (resp. p+1). La tangente en tout pointdu 
er
le sur le se
ond o
tant a une pente inférieure à 100%, le 
er
le étant sous latangente, on a don
 yp − yp+1 ≤ 1, autrement dit que quand on se dépla
e sur le 
er
led'une unité vers la droite, on des
end d'au plus d'une unité, le résultat souhaité s'endéduit dire
tement. �

bc

bc bc

bc

bc

bc

bc

bc bc

bc

bc

bc

p p + 1

q − 1

h

l

qH

LFig. 8. Illustration de l'algorithme de Mi
hener. Le se
ond o
tant estmatérialisé en gris, les 
entres des pixels par des 
er
les, le noir désig-nant le pixel 
hoisi par l'algorithme.Logiquement le 
hoix devrait se faire en 
omparant les distan
es h et l des pixels H et

L par rapport au 
er
le (voir �gure (8)), mais nous allons voir qu'il est plus avantageuxen terme de 
al
uls de 
omparer les quantités h̄ := |OH |2 − r2 et l̄ := r2 − |OL|2.Lemme 19.
h̄ > l̄ ⇐⇒ h > l.



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 13Démonstration. On a
(h + r)2 = |OH |2 = q2 + p2

(r − l)2 = |OL|2 = (q − 1)2 + p2.En sommant les deux quantités :
(h + r)2 + (r − l)2 = |OH |2 + |OL|2

= h̄ + r2 + r2 − l̄.Et en simpli�ant les deux expressions, on obtient :
h̄ − l̄ = h2 + l2 + 2r(h − l).Il est don
 évident que h − l ≥ 0 entraine h̄ − l̄ ≥ 0, mais dans quelle mesure peut-onavoir h − l < 0 ave
 h̄ − l̄ ≥ 0 ? Si 
ette situation est possible, 
elà entrainerait uneerreur de diagnostique sur la position e�e
tive du 
er
le par rapport aux deux pixels Het L. Notons f(h, l) := h2 + l2 + 2r(h − l). Un rapide 
al
ul montre que

f(h, l) = (h + r)2 + (l − r)2 − 2r2,et la portion du plan dé�ni par les points (h, l) satisfaisant l'inégalité f(h, l) > 0 estdon
 l'extérieur du 
er
le de 
entre (−r, r) et de rayon r
√

2. Il faut don
 à présent
her
her l'interse
tion du demi-plan dé�ni par h < l et l'extérieur de 
e 
er
le pourtrouver les points (h, l) qui peuvent poser un problème dans le test.
�7. Courbes de BézierLes 
ourbes et les surfa
es dites de Bézier ont été développées par P. Bézier dans lesannées 70 pour la 
réation d'éléments de surfa
e 
hez Renault pour tra
er la �peau� desvéhi
ules, 
'est-à-dire la 
arrosserie. Le prin
ipe est relativement simple, on se donne unensemble de n + 1 points du plan appelés points de 
ontr�le et on 
her
he à 
onstruireune 
ourbe plane qui soit la plus pro
he de 
es points et ins
rite dans l'enveloppe
onvexe de 
es n + 1 points. L'idée 
onsiste à 
onstruire une famille de points qui sontles bary
entres de notre famille de n + 1 points de 
ontr�le. Mais avant de dé�nir 
ette
ourbe, revenons sur quelques éléments fondamentaux :Comment allons-nous représenter une 
ourbe plane ? Si on fait le 
hoix 
lassiqued'une représentation 
artésienne, i.e. les points M = (x, y) de la 
ourbe sont dé�nis parune équation du type(16) y = f(x),alors nous sommes 
onfrontés à un problème insurmontable du point de vue de l'info-graphie, il est impossible de dessiner toutes les 
ourbes ! En e�et, un simple 
er
le nepeut pas être représenté de 
ette manière. La raison est extrêmement simple, f étantune fon
tion, il n'est pas possible de lui asso
ier deux images. C'est pourtant 
e que l'on

voudrait pouvoir faire et même au-delà. On pourrait alors utiliser une représentationimpli
ite de la 
ourbe, en 
onsidérant les points M = (x, y) solutions de l'équation(17) f(x, y) = 0,mais 
ela sous-entend que pour un x �xé (ou symétriquement pour un y) il faut résoudrel'équation (17) en y (ou x) 
e qui n'est pas toujours possible de manière algébrique sil'expression de f est trop 
ompliquée. En revan
he, 
ette question est immédiatementréglée en faisant le 
hoix d'une représentation paramétrique des points de la 
ourbe :(18) M(u) =

(

X(u)
Y (u)

)

, u ∈ I.On a don
 une appli
ation M : I ⊆ R → R×R. Ainsi, le 
er
le de rayon r et de 
entre

(0, 0) a pour représentation paramétrique :(19) M(u) =

(

r cosu
r sin u

)

, u ∈ [0, 2π].Un autre avantage de 
ette représentation est que l'on peut dé�nir naturellement uneorientation de la 
ourbe. En e�et, l'appli
ation M est dé�nie sur un intervalle I de

R et il est légitime de 
onsidérer que l'orientation de la 
ourbe est obtenue en faisant
roître le paramètre u dans 
et intervalle. Autrement dit, on 
onsidère que le point M(u)�pré
ède� le point M(v) si et seulement si u ≤ v, 
e que l'on note M(u) ≺ M(v).Introduisons maintenant une famille de polyn�mes qui va servir à dé�nir les 
ourbesde Bézier, les polyn�mes de Bernstein :Dé�nition 20. Soit n un entier stri
tement positif. On appelle p-ème polyn�me deBernstein d'ordre n le polyn�me de R[T ] dé�ni par :

Bn,p(T ) :=

(

p
n

)

T p(1 − T )n−poù (

p
n

) est le p-ème 
oe�
ient binomial, i.e. n!/(p!(n − p)!).Il faut noter qu'un polyn�me n'est pas une appli
ation ! On utilise en fait la fon
tionpolynomiale asso
iée au polyn�me de Bernstein pour laquelle on donnera le domaine dedé�nition.Proposition 21. Les polyn�mes de Bernstein satisfont l'égalité suivante :(20) n
∑

p=0

Bn,p(u) = 1 ∀u ∈ [0, 1].Preuve. La formule du bin�me de Newton nous donne pour tout 0 ≤ p ≤ n :

(T + (1 − T ))n = 1 =

n
∑

p=0

(

p

n

)

T p(1 − T )n−p =

n
∑

p=0

Bn,p(T ).

�



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 14On peut alors 
onstruire une 
ourbe C dont les points M(u) sont les bary
entresdes points de 
ontr�le Mp, 0 ≤ p ≤ n a�e
tés respe
tivement des 
oe�
ients Bn,p(u),

0 ≤ p ≤ n, u variant dans l'intervalle [0, 1] (l'égalité (20) évite simplement de normaliserla pondération puisque la somme des 
oe�
ients est 1). Notons que toute permutationnon-triviale des points de 
ontr�le aboutit à des bary
entres di�érents.Dé�nition 22. On appelle 
ourbe de Bézier de degré n, de points de 
ontr�le Mp,

0 ≤ p ≤ n, la 
ourbe paramétrique dé�nie par les points suivants :(21) M(u) =

n
∑

p=0

Bn,p(u)Mp, u ∈ [0, 1].

b

b

b

bb

b

bc

bc

bc

Fig. 9. L'enveloppe 
onvexe des points est matérialisée par la zonegrise du dessin.Nous allons montrer qu'une 
ourbe de Bézier est in
luse dans l'enveloppe 
onvexede ses points de 
ontr�le. D'après la dé�nition 12, le segment [A, B] est l'ensemble desbary
entres des points A et B pondérés par des valeurs positives. D'autre part, unepartie P d'un R-espa
e ve
toriel E est dite 
onvexe si et seulement si
∀(A, B) ∈ P × P, [A, B] ⊆ P.Ainsi, si deux points A et B appartiennent à F , alors tout le segment appartient à F .De manière très imagée, l'enveloppe 
onvexe d'un ensemble de points du plan est larégion intérieure délimitée par un élastique que l'on aurait tendu puis rela
hé autour detous 
es points. Plus formellement, il est évident que l'interse
tion de deux 
onvexes estune partie 
onvexe, on peut don
 é
rireDé�nition 23. On appelle enveloppe 
onvexe d'une famille (�nie ou in�nie) M depoints d'un espa
e ve
toriel, l'interse
tion de toutes les parties 
onvexes qui 
ontiennent

M. On la note env(M).Il est faux de dire qu'il s'agit de la plus petite partie 
onvexe (au sens de l'in
lusion)qui 
ontient M, en e�et, l'in
lusion n'est pas une relation d'ordre totale, on pourraitdon
 au mieux parler de 
onvexes minimaux 
ontenant M et on n'aurait pas l'uni
ité.
Théorème 24. L'enveloppe 
onvexe d'une famille �nie M = {M1, M2, . . . , Mn} depoints d'un R-espa
e ve
toriel est l'ensemble des bary
entres de 
es points, i.e.(22) env(M) =

{

n
∑

i=0

uiMi; ui ≥ 0,
n

∑

i=0

ui = 1

}

.Démonstration. L'ensemble des bary
entres des points Mi est évidemment une partie
onvexe qui 
ontient 
es points, elle 
ontient don
 l'enveloppe 
onvexe de 
es points.Ré
iproquement, soit M un bary
entre des points Mi. On peut 
onstruire M de pro
heen pro
he en 
al
ulant la su

ession de bary
entres de deux points uniquement, don
dans l'enveloppe 
onvexe qui 
ontient tous les Mi. �Corollaire 25. Une 
ourbe de Bézier est 
ontenue dans l'enveloppe 
onvexe de sespoints de 
ontr�le.Preuve. L'expression () montre que les fon
tions asso
iées aux polyn�mes de Bernsteinsont toutes positives sur l'intervalle [0, 1], il su�t alors de remarquer que l'enveloppe
onvexe est 
onstituée de tous les bary
entres des Mi, or d'après les expressions (20)et (21), la 
ourbe de Bézier est une famille parti
ulière de bary
entres des points de
ontr�le. �Exer
i
e 28 ♥ Montrez que l'on a les valeurs parti
ulières des fon
tions polynomiales de Bernsteinsuivantes (0 < p < n, n 6= 0) :

Bn,0(0) = 1 Bn,0(1) = 0

Bn,p(0) = 0 Bn,p(1) = 0

Bn,n(0) = 0 Bn,n(1) = 1En déduire que les 
ourbes de Bézier passent né
essairement par les points de 
ontr�le extrémaux,i.e. par M0 et Mn.Exer
i
e 29 † É
rivez un algorithme en Θ(n) pour 
al
uler les 
oe�
ients des polyn�mes deBernstein de degré n en utilisant le triangle de Pas
al (on suppose que le triangle de Pas
al estpré
al
ulé).Théorème 26. Les polyn�mes de Bernstein Bn,p(T ), 0 ≤ p ≤ n, forment une base del'espa
e Rn[T ] des polyn�mes de degré au plus n sur R.Exer
i
e 30 ‡ Démontrez le théorème 26. Déduisez de 
e résultat 
omment déterminer les npoints de 
ontr�le de la 
ourbe de Bézier égale à une 
ourbe polynomiale de degré n �xée.



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 15On peut don
 représenter tout polyn�me de degré inférieur à n à l'aide d'une 
om-binaison linéaire de polyn�mes de Bernstein. Cette propriété est évidemment fonda-mentale, elle exprime le fait que les polyn�mes de Bernstein de degré n permettent dereprésenter toutes les 
ourbes obtenues à l'aide de polyn�mes de degrés inférieurs à n.Notons au passage que l'espa
e des fon
tions polynomiales à 
oe�
ients dans Q est densedans l'espa
e des fon
tions 
ontinues réelles, autrement dit, on peut appro
her d'aussi près quel'on veut n'importe quelle 
ourbe à l'aide de 
ourbes polynomiales à 
oe�
ients dans Q. C'estl'objet du théorème de Weierstrass et du 
orollaire qui suivent.Théorème 27 (Weierstrass). Soient a et b deux nombres réels. Toute fon
tion 
ontinue f :
[a, b] → R peut être appro
hée uniformément d'aussi près que l'on veut par des fon
tionspolynomiales. Autrement dit, le R-espa
e ve
toriel des fon
tions polynomiales asso
ié à R[X]est partout dense dans C0([a, b], R) pour la norme uniforme ‖ ‖∞ dé�nie par

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.Preuve. voir [℄ �Corollaire 28. Q[X] est partout dense dans C0([a, b], R).Preuve. On veut montrer que pour tout ǫ > 0, il existe un polyn�me q(X) à 
oe�
ients dans
Q tel que

‖f(x) − q(x)‖∞ < ǫ.D'après le théorème de Weierstrass 27, il existe un polyn�me p(X) = a0 + a1X + · · · + anXnà 
oe�
ients réels tel que(23) ‖f(x) − p(x)‖∞ <
ǫ

2
.On sait par ailleurs [℄ que Q est dense dans R pour la topologie asso
iée à la norme usuelle | |.Alors, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, il existe une suite (a(i))j , j ∈ N, telle que(24) ∀ǫi > 0, ∃Ni ∈ N, ∀n ≥ Ni, |a(i)

n − ai| < ǫi.Notons q(X) le polyn�me a
(0)
m + a

(1)
m X + · · · + a

(n)
m Xn. On en déduit qu'il existe toujours unentier M tel que pour tout m ≥ M on a(25) ‖p(x) − q(x)‖∞ <

ǫ

2
.On 
on
lut ave
 (23) et l'inégalité triangulaire :

‖f(x) − q(x)‖∞ = ‖f(x) − p(x) + p(x) − q(x)‖∞

≤ ‖f(x) − p(x)‖∞ + ‖p(x) − q(x)‖∞

< ǫ

�Mais quel rapport y-a-t-il entre 
es propriétés de densité a priori purement mathématiqueset l'infographie ? Le théorème de Weierstrass nous dit que l'on peut se 
ontenter de tra
erdes 
ourbes polynomiales 
ar elles permettent d'appro
her d'aussi près que l'on veut n'importequelle 
ourbe 
ontinue, on ne perd don
 rien en généralité. La densité de Q dans R nous permet
d'a�rmer qu'il est inutile de 
onsidérer des polyn�mes à 
oe�
ients dans R et que l'on peut se
ontenter de 
oe�
ients rationnels 
e qui est bien pratique quand on é
rit des programmes, 
arrappelons le, les nombres réels ne sont représentés en ma
hines que par un très petit nombrede rationnels.Exemple 2. Considérons le 
as d'une 
ubique de Bézier (n = 3) dont les 4 points de
ontr�le sont M0 = (0, 1), M1 = (2, 5), M2 = (5, 4) et M3 = (6, 0). Les polyn�mes deBernstein sont les suivants :

B3,0(T ) = −T 3 + 3T 2 − 3T + 1

B3,1(T ) = 3T 3 − 6T 2 + 3T

B3,2(T ) = −3T 3 + 3T 2

B3,3(T ) = T 3On obtient don
 la 
ourbe 
ubique dé�nie par les 
oordonnées paramétriques suiv-antes (voir �gure 10) :

{

X(u) = −3u3 + 3u2 + 6u
Y (u) = 2u3 − 15u2 + 12u + 1

-

6

rM0

rM1 rM2

rM3Fig. 10. Courbe de Bézier 
ubiqueExer
i
e 31 † Considérons la matri
e B des 
oe�
ients de Berstein qui est dé�nie 
omme lamatri
e 
arrée d'ordre n + 1 dé�nie par(26) Bi,j = B
(i)
n,j , 0 ≤ i, j ≤ n.où B

(i)
n,j désigne le 
oe�
ient de degré i du polyn�me de Bernstein Bn,j(T ). Exemple : dans le 
asdes 
ourbes de Bézier 
ubiques, la matri
e B est la suivante (voir exemple 2) :

B =

0

B

B

@

+1 +0 +0 +0
−3 +3 +0 +0
+3 −6 +3 +0
−1 +3 −3 +1

1

C

C

A



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 16Montrez que si x = (x0, x1, . . . , xn) et y = (y0, y1, . . . , yn) désignent respe
tivement le ve
teurformé par les abs
isses (ordonnées) des points de 
ontr�le M0, M1, . . . , Mn dans 
et ordre, alorsles produits Bx et By sont les ve
teurs dont les 
omposantes sont les 
oe�
ients des polyn�mes

X(T ) et Y (T ) qui dé�nissent respe
tivement l'abs
isse et l'ordonnée du point générique M(u) =
(X(u), Y (u)) de la 
ourbe de Bézier.E
rivez un algorithme qui 
al
ule la matri
e B en supposant que les 
oe�
ients binomiaux sontpré
al
ulés dans une table à deux entrées. Cal
ulez la 
omplexité de 
et algorithme. E
rivez unalgorithme qui 
al
ule les 
oordonnées du point M(u) en utilisant la fa
torisation de Hörner pourl'évaluation des fon
tions polynomiales X et Y .Les 
ourbes de Bézier n'ont pas été dé�nies dire
tement à partir de l'expression (21)mais ave
 un pro
édé algorithmique, la formalisation est venue ensuite, 
'est 
e que nousallons étudier. À partir des n+1 points de 
ontr�le, on peut 
onstruire les n bary
entresdes paires {Mi, Mi+1}, pour i ∈ {0, . . . , n} a�e
tés des 
oe�
ients 1 − u et u, 
'est àdire les n points

(1 − u)Mi + uMi+1, i ∈ {0, . . . , n}.On peut alors re
ommen
er à 
al
uler deux-à-deux les n − 1 bary
entres des n pointsobtenus (toujours ave
 les mêmes 
oe�
ients) et ainsi de suite jusqu'à n'obtenir qu'unseul point. C'est 
ette méthode qui est représentée dans la �gure 11.A posteriori en formalisant le pro
édé, on dé�nit la famille de points Mi,j , 0 ≤ i ≤ net 0 ≤ j ≤ n − i dé�nis ré
ursivement par les relations suivantes :(27) Mi,j =

{

Mi si j = 0,
(1 − u)Mi,j−1 + uMi+1,j−1 si j 6= 0.La base ré
urrente est donnée par les points de 
ontr�le Mi, quand j = 0. L'indi
e idésigne l'ordre du point dans la séquen
e de bary
entres, et j désigne la génération debary
entre (la génération 0 
orrespondant aux n + 1 points de 
ontr�le).On montre alors (exer
i
e 32) que le dernier point obtenu M0,n dé
rit, en fon
tiondu 
oe�
ient de pondération u, la 
ourbe de Bézier asso
iée aux points de 
ontr�le

Mp, 0 ≤ p ≤ n (
'est l'objet de l'exer
i
e 32). C'est ainsi qu'apparaissent les 
oe�
ientsbinomiaux des polyn�mes de Bernstein.Exemple 3. Dans le 
as d'une 
ourbe de Bézier 
ubique, on a les points suivants :
M0,0 = M0 M0,1 = (1 − u)M0,0 + uM1,0 M0,2 = (1 − u)M0,1 + uM1,1

M1,0 = M1 M1,1 = (1 − u)M1,0 + uM2,0 M1,2 = (1 − u)M1,1 + uM2,1

M2,0 = M2 M2,1 = (1 − u)M2,0 + uM3,0

M3,0 = M3et M0,3 = (1 − u)M0,2 + uM1,2.
-

6
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Fig. 11. Algorithme de 
al
ul ré
ursif d'une 
ourbe de BézierExer
i
e 32 ‡ Démontrez que la 
ourbe M0,n(u), 0 ≤ u ≤ 1 est bien la 
ourbe de Bézier asso
iéeaux points de 
ontr�le Mp, 0 ≤ p ≤ n où M0,n(u) est dé�ni par la relation de ré
urren
e (27). Pour
ela, montrez que l'arbre binaire de ra
ine M0,n dont les n÷uds sont les points Mi,j ave
 pour �lsgau
he le point Mi,j−1 et pour �ls droit le point Mi+1,j−1 est parfaitement équilibré de hauteur n.Montrez que l'indexation des 2n feuilles A0, . . . , A2n−1 
orrespond en binaire au par
ours e�e
tuépour atteindre 
es feuilles en partant de la ra
ine de l'arbre et en 
odant 0 pour le �ls gau
he et 1pour le �ls droit.On rappelle que le poids binaire wt(k) d'un entier k est égal au nombre de 1 dans sa sadé
omposition binaire. Par exemple wt(13) = wt(1101) = 3. Utilisez le poids binaire des indi
espour faire votre 
al
ul.Exer
i
e 33 † Déduisez de la relation (27) un algorithme ré
ursif pour tra
er une 
ourbe deBézier. E
rivez le programme 
orrespondant. Montrer que 
ertains 
al
uls sont e�e
tués plusieursfois et indiquez une méthode itérative qui évite 
es 
al
uls super�us (trouvez un ordre de 
al
uldes Mi,j qui assure que les deux autres valeurs intervenant dans le 
al
ul ont déjà été 
al
ulées).Comparez alors la 
omplexité du tra
é des 
ourbes de Bézier entre les trois algorithmes suivants :(1) implantation dire
te à partir de l'expression (21).(2) ave
 la dé�nition ré
ursive (27).(3) ave
 la méthode itérative qui évite les 
al
uls super�us.



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 17Travaux Pratiques 3 † On veut é
rire un programme qui tra
e des 
ourbes de Bézier. Ce pro-gramme doit demander à l'utilisateur de saisir le nombre n+1 de points de 
ontr�le de la 
ourbe puissaisir les n+1 
ouples 
orrespondants. Pour l'a�
hage, le programme doit demander à l'utilisateurde saisir le nombre de points à tra
er et la dimension de la 
l�ture (fenêtre é
ran). L'utilisateurdoit pouvoir modi�er tout au long de l'exé
ution du programme un point de 
ontr�le et voir lamodi�
ation induite sur la 
ourbe pré
édente. Pour 
ela tra
er la 
ourbe de référen
e et la 
ourbemodi�ée ave
 des 
ouleurs di�érentes. Proposez également à l'utilisateur de 
hoisir l'une des troisméthodes de 
al
ul. Appli
ation : tra
ez la 
ourbe de l'exemple pré
édent à partir de l'expression(21). 8. Courbes de Bézier par mor
eauxLe défaut des 
ourbes de Bézier 
omme nous venons de les dé�nir est que le degré despolyn�mes qui interviennent dans la dé�nition du point M(u) de la 
ourbe est égal à n.D'autre part, toute modi�
ation sur un point de 
ontr�le de la 
ourbe a�e
te l'ensemblede la 
ourbe, il faut don
 retra
er la 
ourbe entièrement. Pour 
es di�érentes raisons,on préfère 
onstruire des 
ourbes de Bézier par mor
eaux, i.e. on obtient une 
ourbe quiest la jon
tion de 
ourbes de Bézier dé�nies à partir d'un nombre restreint de pointsde 
ontr�le. Ainsi, outre les 
al
uls qui sont simpli�és, la modi�
ation d'un point de
ontr�le a�e
tera lo
alement la forme de la 
ourbe générale, puisque 
ette modi�
ationne se fait que sur une des 
ourbes de Bézier. En général, on utilise des 
ourbes de Bézier
ubiques (le 
as quadratique manque singulièrement de souplesse et pose des problèmespour la jon
tion des portions de 
ourbe).On dé�nit aisément des portions de 
ourbes à l'aide de Bézier 
ubiques, mais en
orefaut-il joindre 
orre
tement les mor
eaux ainsi obtenus. Nous allons mettre en éviden
eles 
onditions pour faire une �bonne� jon
tion. Il est 
lair que la première 
ondition pourdeux 
ourbes de Bézier C1 et C2 est que le dernier point de 
ontr�le de la 
ourbe C1 soitégal au premier point de 
ontr�le de la 
ourbe C2, autrement dit, la 
ourbe doit être
ontinue !Dé�nition 29. Dans une 
ourbe de Bézier par mor
eaux, les points de jon
tion desdi�érentes 
ourbes de Bézier sont appelés des n÷uds.Malheureusement 
ette première 
ondition de 
ontinuité sur la 
ourbe (
ondition de
ontinuité C0) est hautement insu�sante, en tout 
as pour les besoins traditionnels del'infographie. Si on se 
ontentait de 
ette 
ondition, on a

epterait des 
ourbes dontl'aspe
t serait quelque peu 
haotique ! Il est légitime d'imposer que les tangentes auxpoints de jon
tion soient les mêmes pour les deux 
ourbes. Nous allons étudier 
e que
ette nouvelle 
ondition impose 
omme 
ontraintes sur notre 
ourbe.La tangente en un point M(a) d'une 
ourbe dé�nie paramétriquement par les points
M(u), u ∈ I introduits dans le système (18) est donnée par la droite paramétrée

suivante :(28) T (u) = M(a) + uM ′(a) =

(

X(a) + uX ′(a)
Y (a) + uY ′(a)

)

, u ∈ R.où X ′(a) désigne la valeur de la dérivée de la fon
tion u 7→ X(u) au point a et Y ′(a) lavaleur de la dérivée de u 7→ Y (u) au point a. On a obtenu 
ette droite, en 
al
ulant leve
teur dérivé de M en a et en translatant la droite ve
torielle asso
iée par le ve
teur

M(a).Considérons à présent deux 
ourbes de Bézier C1 et C2 de même degré n (on peut
ependant faire les mêmes démonstrations sans 
ette hypothèse sans pour autant 
om-pliquer les 
al
uls). Soient M0, M1, . . . , Mn les n + 1 points de 
ontr�le de la première
ourbe et Mn, Mn+1, . . . , M2n les n + 1 points de 
ontr�le de la se
onde 
ourbe. Onrappelle que la première 
ondition avait imposé que le dernier point de 
ontr�le de lapremière 
ourbe soit égal au premier point de 
ontr�le de la se
onde. L'équation de latangente en Mn est obtenue pour u = 1 ave
 la 
ourbe C1 et pour u = 0 ave
 la 
ourbe

C2. En notant M(1)(u) le point générique de la 
ourbe C1 et M(2)(u) 
elui de C2, ondéduit du système (28) la 
ondition de 
ontinuité du premier ordre C1 :(29) M ′
(1)(1) = M ′

(2)(0).Il su�t alors de 
al
uler les dérivées des polyn�mes de Bernstein pour les di�érentesvaleurs de p en 0 et en 1, on a

B′
n,0(T ) = −n(1 − T )n−1(30a)

B′
n,n(T ) = nT n−1(30b)

B′
n,p(T ) =

(

n

p

)

T p−1(1 − T )n−p−1(p − nT ), 0 < p < n(30
)On en déduit les valeurs
B′

n,0(0) = −n B′
n,n(1) = n

B′
n,1(0) = n B′

n,n−1(1) = −n

B′
n,p(0) = 0 B′

n,p(1) = 0et on exprime alors la 
ondition (29) sous la forme

n(Mn − Mn−1) = n(Mn+1 − Mn),
'est à dire(31) Mn =
1

2
(Mn−1 + Mn+1).Autrement dit, les trois points Mn−1, Mn et Mn+1 sont alignés et le n÷ud Mn est situéau milieu des deux autres points. Cependant, est-
e que la 
ondition de 
ontinuité dupremier ordre su�t ? Cela dépend en fait du degré de �nesse que l'on veut obtenir.Supposons par exemple que l'on tra
e la 
ourbe obtenue en joignant un segment de



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 18droite ave
 un ar
 de 
er
le (�gure 12). Imaginons maintenant un mobile qui se dépla
ele long de 
ette droite, que va-t-il se passer quand il va aborder la 
ourbe ? Ce mobile

$
%sn÷udFig. 12. Jon
tion C1 entre deux 
ourbesva voir la 
omposante verti
ale de son a

élération passer de 0 à une valeur positiveà l'instant pré
is où il va entamer la 
ourbe, 
ela sous-entend une variation brutalede l'a

élération. La 
ondition de 
ontinuité à l'ordre 0 impose une fon
tion position
ontinue (le mobile ne se téléporte pas dans un ravin), la 
ondition de 
ontinuité dupremier ordre impose une fon
tion vitesse 
ontinue du véhi
ule. Au se
ond ordre elleimpose une fon
tion a

élération 
ontinue. On peut évidemment aller plus loin, toutdépend don
 du type de 
ourbe que l'on veut obtenir.

&%
'$ss

O

M(a)

A
A

��
r A

A
A
AAUFig. 13. Cer
le os
ulateur et rayon de 
ourbureLa 
ontinuité du se
ond ordre impose en fait que le rayon de 
ourbure de la 
ourbe aun÷ud soit le même des deux 
otés. Très s
hématiquement, en un point parti
ulier M(a)d'une 
ourbe, si elle est C2, il existe un ve
teur normal intérieur (qui se dirige dans la
on
avité de la 
ourbe). Si on pla
e un 
er
le tangent au point M(a), dont le 
entreest sur la droite passant par M(a) de ve
teur dire
teur le ve
teur normal intérieur, onpeut augmenter son rayon tant que lo
alement, autour de M(a), la 
ourbe ne 
oupe pasla tangente en d'autres points que M(a). En passant à la limite, le rayon �nalementobtenu est 
e rayon de 
ourbure. Le 
er
le en question est appelé 
er
le os
ulateur de

la 
ourbe en M(a) et son rayon est donné par la formule suivante :(32) r(a) =
X ′(a)Y ′′(a) − Y ′(a)X ′′(a)

(X ′(a)2 + Y ′(a)2)
3
2La 
ontinuité du se
ond ordre impose également des 
onditions sur les points de 
on-tr�le :Exer
i
e 34 ‡ Démontrez que la 
ontinuité du se
ond ordre sur un n÷ud Mn de deux 
ourbes deBézier ayant pour points de 
ontr�le respe
tifs les points M0, M1, . . . , Mn et Mn, Mn+1, . . . , M2nimpose la 
ondition suivante sur les points de 
ontr�le des deux 
ourbes :(33) Mn−2 − 2Mn−1 − Mn = Mn+2 − 2Mn+1 − MnEn utilisant la 
ondition de 
ontinuité du premier ordre (31), montrez que l'on a l'égalité suivantepour le troisième point de 
ontr�le de la se
onde 
ourbe :(34) Mn+2 = Mn−2 + 4(Mn − Mn−1).En 
on
lusion, si on impose une 
ontinuité du se
ond ordre pour des 
ourbes deBézier 
ubiques, le seul point de 
ontr�le que l'on peut e�e
tivement modi�er est ledernier point puisque les trois premiers sont �xés par la 
ondition de 
ontinuité. Pourpallier 
e handi
ap, on peut évidemment augmenter le nombre de points de 
ontr�le etpar 
onséquent le degré des polyn�mes.Exer
i
e 35 † Cal
ulez le ve
teur unitaire normal au point M(a), a ∈ [0, 1] à une 
ourbe deBézier d'ordre n. Pour 
ela, 
al
ulez l'équation de la tangente au point M(a).

Travaux Pratiques 4 † Faites la jon
tion de la 
ourbe de Bézier de l'exemple 2 ave
 la 
ourbede Bézier 
ubique dé�nie par le dernier point de 
ontr�le (12, 3) en respe
tant une 
ontinuité duse
ond ordre. Tra
ez la 
ourbe obtenue.



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 199. Courbes B-splinesLe mot spline signi�e latte. L'origine de la terminologie vient de la 
onstru
tion desbateaux : on plantait des 
lous sur une surfa
e plane et on inter
alait une latte �exibleentre 
es 
lous qui prenait alors une forme optimale en 
e sens qu'elle minimise l'énergie.Les 
ourbes ainsi obtenues servaient à modeler les 
oques des navires.Le prin
ipe pour dé�nir les 
ourbes B-splines est le même que pour les 
ourbes deBézier mais les n + 1 polyn�mes de Bernstein sont rempla
és par n + 1 fon
tions poly-nomiales par mor
eaux. Un des obje
tifs des B-splines est de limiter l'in�uen
e d'unpoint de 
ontr�le à une portion de la 
ourbe pour éviter de refaire un tra
é 
omplet en
as de modi�
ation de 
e point, de la même manière que pour des 
ourbes de Bézier parmor
eaux. On veut don
 une modi�
ation lo
ale et non globale de la 
ourbe. Contraire-ment aux 
ourbes de Bézier où le degré des polyn�mes de Bernstein est dire
tement liéau nombre de points de 
ontr�le puisqu'il vaut n, le degré m des fon
tions polynomiales

B-splines est �xé par l'utilisateur, on veut simplement que m ≤ n.On se donne en
ore une fois un ensemble de n+1 points de 
ontr�le M0, M1, . . . , Mnet m un entier qui désigne le degré 
ommun des polyn�mes B-splines. En plus des n+1points de 
ontr�le, il faut dé�nir une séquen
e 
roissante de n + m + 2 valeurs réellesappelée séquen
e nodale ou en
ore ve
teur n÷ud de la 
ourbe :(35) u0 ≤ u1 ≤ · · · ≤ un+m+1.Notons dès à présent que 
ette suite est 
roissante mais pas né
essairement équirépartie.D'autre part, il est possible que 
ertains ui adja
ents soient identiques. Plus pré
isément,un n÷ud ui est dit de multipli
ité k, s'il existe une sous-liste maximale (uj)j∈J delongueur k (i.e. #J = k) de (u0, u1, . . . , un+m+1) telle que ∀j ∈ J, uj = ui. Plussimplement on 
ompte le nombre maximal d'o
urren
es su

essives du n÷ud ui. On lanote ν(ui). Le point M(u) qui dé
rit la 
ourbe B-spline est alors dé�ni par l'équation(36) M(u) =
n

∑

p=0

Np,m(u)Mp, u ∈ [um, un+1[.

-r r r r r ru0 u1 u2 u3 u4 u5Fig. 14. Séquen
e nodale d'une 
ourbe de B-spline (i
i n + m + 1 = 5)Les fon
tions B-splines Ni,j , 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m, sont dé�nies ré
ursivement. Labase ré
urrente est donnée par Ni,0(u) = 1[ui,ui+1[(u), où 1[ui,ui+1[ désigne l'indi
atri
ede l'intervalle [ui, ui+1[, 
'est-à-dire :

1[ui,ui+1[(u) =

{

1, si u ∈ [ui, ui+1[.

0, sinon.

L'auto-dé�nition pour une fon
tion polynomiale B-spline de 
lasse j est donnée parla formule suivante :(37) Ni,j(u) =
u − ui

ui+j − ui

Ni,j−1(u) +
ui+1+j − u

ui+1+j − ui+1
Ni+1,j−1(u).Cette dé�nition ré
ursive indique au passage pourquoi m ≤ n, et il faut remarquerque l'indi
e j désigne de la même manière que pour les fon
tions de Bézier, la générationde fon
tions. On pose par 
onvention pour 
es 
al
uls que 0/0 = 0. De la même façonque dans l'exer
i
e 33.(3), pour éviter de répéter 
ertains 
al
uls, il est préférable des'assurer pour 
al
uler Ni,j que Ni−1,j+1 et Ni,j+1 ont déjà été 
al
ulés, 
e qui estpossible grâ
e au par
ours dans le sens de le
ture du tableau 
i-dessous :

1[u0,u1] 1[u1,u2] 1[u2,u3] · · · · · · · · · 1[un+m−1,un+m] 1[un+m,un+m+1]

1 N0,1 N1,1 N2,1 · · · · · · · · · Nn+m−1,1...

m N0,m N1,m N2,m · · · Nn,mTab. 1. Table de 
onstru
tion des splines.On rappelle que le support d'une fon
tion f dé�nie sur un ensemble E est l'adhéren
ede la partie S de E sur laquelle la fon
tion est non-nulle. On le note supp(f). Ladémonstration de la proposition suivante est laissée en exer
i
e (voir exer
i
e 36).Pour 
eux qui ont totalement oublié leur 
ours d'analyse de premier 
y
le, l'adhéren
e d'unepartie de R est le plus petit �fermé� qui 
ontient la partie en question. Pour les besoins de 
e
ours d'infographie, on peut se 
ontenter de noter que l'adhéren
e d'un intervalle ]a, b[, ]a, b]ou en
ore [a, b[ est tout simplement l'intervalle [a, b].Proposition 30. Le support de la fon
tion B-spline Ni,j vaut(38) supp(Ni,j) = [ui, ui+j+1].D'autre part, Ni,j(u) > 0 si u ∈]ui, ui+j+1[ et Ni,j(u) = 0 si u = ui ou u = ui+j+1.Exer
i
e 36 † Démontrez la proposition pré
édente à l'aide d'un raisonnement par ré
urren
e.
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 supp(Ni,j−1) = [ui, ui+j ] et supp(Ni+1,j−1) = [ui+1, ui+j+1]. A partir dela formule (37) on observe qu'une fon
tion B-spline Ni,j est la moyenne pondérée des

B-splines Ni,j−1 et Ni+1,j−1 ave
 pour 
oe�
ients de pondération respe
tifs, le rapportentre la distan
e de u à ui (ui+j+1) et la largeur du support de Ni,j−1 (Ni+1,j−1).Plus important, si l'on veut montrer qu'une 
ourbe B-spline est in
luse dans l'en-veloppe 
onvexe de ses points de 
ontr�le, il faut que les points de 
ette 
ourbe soientdes bary
entres de ses points de 
ontr�le (voir preuve de la proposition 25).Théorème 31. Les fon
tions B-splines satisfont l'égalité suivante pour tout m :(39) n
∑

p=0

Np,m(u) = 1, ∀u ∈ [um, un+1[.Preuve. Pour m = 0, 
'est évident puisque les B-splines Bp,0 sont des indi
atri
es àsupports disjoints. Supposons que 
e soit vrai pour m − 1, alors
n

∑

p=0

Np,m(u) =

n
∑

p=0

u − up

up+m − up

Np,m−1(u) +

n+1
∑

p=1

up+m − u

up+m − up

Np,m−1(u)où l'on a simplement fait le 
hangement d'indexation p + 1 7→ p dans la deuxièmesomme. Mais N0,m−1 vaut 0 pour u ∈ [um, un+1], en e�et supp(N0,m−1) = [u0, um[. Dela même façon, sur 
et intervalle Nn+1,m−1 vaut 0. On peut don
 rajouter le premierterme à la deuxième somme et le deuxième terme à la première somme et les regrouperpour obtenir :

n
∑

p=0

Np,m(u) =

n+1
∑

p=0

up+m − up

up+m − up

Np,m−1(u)

=

n+1
∑

p=0

Np,m−1(u).Et l'hypothèse de ré
urren
e permet de 
on
lure. �Corollaire 32. Une 
ourbe B-spline est 
ontenue dans l'enveloppe 
onvexe de ses pointsde 
ontr�le.Preuve. Voir démonstration du 
orollaire 25. �Exemple 4. Pour des fon
tions B-splines de 
lasse m = 0, 1, 2 et 3, on obtient les 
ourbesde la �gure 15. Notons que dans la situation où les n÷uds sont équirépartis (B-splinesuniformes, voir �10), la 
ourbe B-spline Np+k,m est obtenue en translatant la 
ourbe
Np,m, de k la largeur du pas.

up up+1 up+2 up+3 up+4

Np,3

up up+1 up+2 up+3 up+4

Np,2

up up+1 up+2 up+3 up+4

Np,1

up up+1 up+2 up+3 up+4

Np,0

Fig. 15. Fon
tions B-splines pour m = 0, 1, 2 et 3Travaux Pratiques 5 † É
rivez un programme qui tra
e les 
ourbes B-splines de 
lasse m. Essayezde tra
er 
es 
ourbes ave
 des n÷uds de multipli
ité supérieure à 1.Contrairement aux 
ourbes de Bézier, où la 
ontinuité en tout point est de 
lasse Cn, ndésignant le degré 
ommun des polyn�mes de Bernstein, les 
ourbes B-splines ne sontpas des polyn�mes mais des polyn�mes par mor
eaux, il faut don
 
al
uler la 
ontinuitéaux n÷uds de 
es 
ourbes (ailleurs, 
e sont des polyn�mes et le résultat est évident).On admettra le théorème suivant :Théorème 33. Une 
ourbe B-spline est de 
lasse de 
ontinuité Cm−ν(ui) au n÷ud ui,où ν(ui) désigne l'ordre de multipli
ité de ui.Ce résultat est très important, il permet de tra
er des 
ourbes ave
 une 
ontinuitéarbitraire, on peut ainsi in
lure des points de rebroussement ou même avoir une 
oupurede la 
ourbe si ν(ui) = m.D'autre part, en dé�nissant la multipli
ité d'un point de 
ontr�le de manière similaireà la multipli
ité d'un n÷ud, on peut rappro
her la 
ourbe d'un point de 
ontr �leparti
ulier en augmentant sa multipli
ité et même passer par 
e point si sa multipli
itéatteint m − 1 où m est la 
lasse de la 
ourbe B-spline (voir exer
i
e 37).Exer
i
e 37 ‡ Montrer qu'une 
ourbe B-spline de 
lasse m 
ontenant un point de 
ontr�led'ordre m − 1 passe par 
e point de 
ontr�le.



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 21Exemple 5.Dans la 
ourbe B-spline 
i-dessous, il y a 8 points de 
ontr�leM1, M2, . . . , M7.Le degré des fon
tions splines est �xé à m = 3 et on a posé M0 = M1 et M6 = M7, la
ourbe passe don
 par 
es �deux� points :
rM0, M1

rM2

rM3

rM6, M7

rM5rM4

�
�
�
�
�
�
��
(((((((((PPPPPPPPP

�
�

�
�

�
�(((((((((hhhhhhhhhFig. 16. Courbe B-spline de degré m = 3 (l'enveloppe 
onvexe est tra
ée).Exer
i
e 38 † Quelle 
ourbe B-spline obtient-on ave
 des fon
tions B-splines de 
lasse 0 ? De
lasse 1 ?Exemple 6. On peut produire des 
ourbes fermées très fa
ilement en jouant sur lamultipli
ité des points de 
ontr�le.

sM0,M4

sM3

sM1,M5

sM2

&%
'$

sM1,M9

sM2,M6

sM5

sM0,M8

sM3,M7

sM4

& %

' $

sM0,M1

M9,M10

sM5

sM2,M3

sM8

sM6,M7

sM4

Fig. 17. Courbes B-splines fermées pour m = 3Exer
i
e 39 ‡ Montrez que les fon
tions B-splines Ni,k+1 de 
lasse k+1 telles que 
haque n÷udapparaît ave
 une multipli
ité k + 1 sont exa
tement les polyn�mes de Bernstein Bi,k.

10. Courbes B-splines uniformesLes 
ourbes B-plines les plus utilisées sont 
elles pour lesquelles le ve
teur n÷ud estuniforme, i.e. ∀i ∈ [0, . . . , n + m], ui+1 − ui = K ou éventuellement 0 quand on veutdiminuer la 
ontinuité. Dans 
e 
as on peut poser ui = i, et on obtient à la pla
e de(37) :(40) Ni,j(u) =
1

j

(

(u − i)Ni,j−1(u) + (i + 1 + j − u)Ni+1,j−1(u)
)

.Pour terminer ave
 
es 
ourbes B-splines, notons que d'un point de vue te
hnique,on ne peux pas réellement 
onsidérer qu'une modi�
ation d'un point de 
ontr�le surune 
ourbe de Bézier soit globale et lo
ale sur une B-spline. En e�et, formellement une
ourbe de Bézier est dé�nie sur un segment et la modi�
ation d'un point de 
ontr�le seréper
ute don
 sur tout le segment, 
'est exa
tement la même 
hose pour une B-spline !D'ailleurs, faire des jon
tions de 
ourbes de Bézier revient à les dé�nir sur plusieurssegments et là on 
onstate bien que les modi�
ations restent lo
ales. Ce qui distingueplus justement les Béziers des B-splines 
'est que pour 
onserver une 
ertaine 
lasse de
ontinuité, les 
ourbes de Bézier imposent la position des points de 
ontr�le, alors quedans le 
as des B-splines, les points de 
ontr�le ne sont pas modi�és par la 
ontinuitéen 
haque n÷ud. D'autre part, le degré des polyn�mes B-splines est �xé au départ etn'est lié au nombre de points de 
ontr�le que par l'inégalité m ≤ n.11. Surfa
es de BézierLe prin
ipe est le même pour les surfa
es que pour les 
ourbes, mais les points de
ontr�le sont dé�nis sur une grille re
tangulaire qui a subi une déformation élastiquedans l'espa
e.
-

6
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Fig. 18. Grille planaire et points de 
ontr�le asso
iés



TRACÉ DE LIGNES ET DE COURBES PLANES 22La représentation paramétrique de la surfa
e né
essite évidemment un deuxièmedegré de liberté et dépend don
 de deux paramètres u et v :(41) M(u, v) =





X(u, v)
Y (u, v)
Z(u, v)



Dé�nition 34. On appelle surfa
e de Bézier de degré nm, asso
iée aux points de
ontr�le Mp,q, 0 ≤ p ≤ n, 0 ≤ q ≤ m, la surfa
e paramétrique dé�nie par les pointssuivants :(42) M(u, v) =

n
∑

p=0

m
∑

q=0

Bn,p(u)Bm,q(v)Mp,q, (u, v) ∈ [0, 1]× [0, 1].De la même façon que pour les 
ourbes, les surfa
es de Bézier habituellement em-ployées sont des surfa
es dites bi
ubiques, i.e. n = m = 3, et on emploie les mêmeste
hniques pour 
onstruire des surfa
es 
omplexes à partir de surfa
es élémentairesbi
ubiques. La jon
tion entre deux surfa
es de Bézier se fait sur un des �bords� des deuxsurfa
es, autrement dit, il n'y a plus 1 point de 
ontr�le en 
ommun, mais n ou m pointsen fon
tion du bord où l'on fait la jon
tion. Les 
onditions de 
ontinuité du premier etdu se
ond ordre s'obtiennent de la même façon que pour les 
ourbes, les 
al
uls sontsimplement plus fastidieux.Nous donnons seulement l'équation paramétrique du plan tangent au point M(a, b).On obtient deux ve
teurs tangents à la surfa
e (u, v) 7→ M(u, v) en (a, b) en dérivant
M(u, v) suivant les dire
tions u et v, le plan ve
toriel est don
 engendré par 
es deuxve
teurs. On obtient �nalement le plan a�ne (u, v) 7→ T (u, v) en translatant le planve
toriel par le ve
teur M(a, b), d'où :(43) T (u, v) =





X(a, b) + uX ′
u(a, b) + vX ′

v(a, b)
Y (a, b) + uY ′

u(a, b) + vY ′
v(a, b)

Z(a, b) + uZ ′
u(a, b) + vZ ′

v(a, b)



 , (u, v) ∈ R × R.Exer
i
e 40 † Exprimer les 
onditions de 
ontinuité du premier et du se
ond ordre entre deuxsurfa
es de Bézier bi
ubiques (pensez à utiliser les résultats obtenus sur les 
ourbes).Remarque 7. Notons que le bord d'une surfa
e de Bézier est une 
ourbe de Bézier, les
onditions (31) et (34) sur les points de jon
tions sur 
e bord sont don
 stri
tementidentiques à la situation plane. En e�et l'ajout d'une troisième 
oordonnée à un pointde 
ontr�le ne fait que dé�nir une 
ourbe dans l'espa
e plut�t qu'une 
ourbe plane.


