Mathématiques pour I'informatique. L1 Informatique 123.

TD 2. Ensembles, logique des prédicats*

EXERCICE 1. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
{o} =2, o < {a}, @ e {o},

{a,b} = {b,a}, {a,a,b} = {a,b,0},  {a,b} < {{a,b},{a},a},

{a} € {a, b}, a < {a, b}, {a,b} € {{a,b}, {a},a},
{a,b} = {a, {b}}, ge g, {@,a} < {a}.

EXERCICE 2. Indiquez si les énoncés suivants sont des propositions ou
des prédicats et dans ce dernier cas précisez la ou les variable(s).

JyeR 22 —y=+2, VneZ3keZ (n=2k)v (n=2k+1),
JyeR (0<z<y), keZ z+y=k,
VeeZ xz(zx—1)=2y, 3I(z,y)eRxR 22 —y*=2.

EXERCICE 3. Ecrivez de maniére formalisée que la réunion ensembliste

est distributive sur l'intersection et réciproquement et démontrez le.

EXERCICE 4. Soit X et Y deux ensembles. Démontrez que
(XnY=X0vY)=X=Y.

EXERCICE 5. Soit X et Y deux ensembles. Démontrez les équivalences :
XuY=YeXcY. (1)
XnY=Y<eYcX. (2)

EXERCICE 6. f Soit n € N. On définit M,, := {kn | k € N, k > 1}
I’ensemble des multiples de n non-triviaux et on pose

M :={0,1} u U M,,.
neN, n>2

Démontrez que N\M est 1’ensemble de tous les nombres premiers &. On
rappelle qu'un nombre entier est premier si et seulement s’il admet ezac-
tement deux diviseurs.
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EXERCICE 7. Ecrivez les ensembles 2 ({0}) et Z({a,b}) en extension.

EXERCICE 8. Quel axiome de la théorie des ensembles justifie I’existence
de 'ensemble {x e R | z > 2} 7

EXERCICE 9. Soit X et Y deux ensembles, P(z), Q(z) et R(z) des pré-
dicats. Ecrivez la négation des propositions suivantes :

= (=Q(x) A R(y))
Vv ﬁQ(l'ay)
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EXERCICE 10. Traduisez la proposition suivante sans utiliser le quantifi-
cateur existentiel 3!, puis écrire sa négation :

VneN ke N (n=2k)v (n=2k+1).

EXERCICE 11. La continuité simple d’une fonction f : R — R en tout
nombre réel s’écrit

VeeRVe>030>0 YyeR [z—y|<do=|f(z)— f(y)<e. (3)
Alors que la continuité uniforme s’écrit

Ve>030>0VeeR YyeR |z—y|<d=|f(z)— fly)| <e. (4)
Ecrivez la négation de ces deux propositions.
EXERCICE 12. f On rappelle que (z,y) := {{z}, {z,y}}. Démontrez que

(z,y) = (@y) = (x=2") A (y=1).
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(7) f est une application paire de 1’ensemble des réels dans lui-méme A B CDGEVF G H
strictement décroissante.

EXERCICE 13. Exprimez les phrases suivantes en logique des prédicats
ainsi que leur négation :

(1) f est 'application identité du plan réel dans lui-méme.

(2) f est une application du plan réel dans lui-méme qui admet un point
fixe.

(3) f est une application constante de I’ensemble des réels dans lui-méme.
(4) f est une application de I'ensemble des réels dans lui-méme et 'équa-
tion f(x) = 0 admet une unique solution.

(5) f et g sont des applications de I’ensemble des réels dans lui-méme f
n’est pas inférieure a g.

N W ke Ol O N

(6) f est une application paire de I'ensemble des réels dans lui-méme.

o, , TABLE 1. Une solution au probléeme des 8 reines.
(8) (un)nen est une suite réelle bornée.

(9) (un)nen est une suite réelle croissante.

(10) (up)nen est une suite réelle constante a partir d’un certain rang.
(11) (un)nen est une suite réelle périodique.

(12) (up)nen est une suite réelle ultimement périodique.

EXERCICE 14. Formalisez les propositions suivantes en logique des pré-
dicats puis écrivez la négation de ces propositions :

(1) “Tous les étudiants habitant Hyeres et qui mesurent moins de 1,70m
auront deux enfants ou prendront leur retraite avant 50 ans.”

(2) “Tout triangle rectangle posséde un angle droit”.

(3) “Dans toutes les licences d’informatique il y a des étudiants bons en
maths”.

EXERCICE 15. On cherche a placer 8 reines sur un échiquier sans les mettre
en échec conformément aux régles du jeu d’échecs. Par conséquent, deux
reines ne doivent partager ni la méme rangée, ni la méme colonne, ni une
méme diagonale (vous trouverez une solution en table 1). En vous inspirant
de la formalisation du Sudoku vue en cours, formalisez le probleme des
huit reines en logique des prédicats.
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